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第一部分

连续形式的宏观模型简介



第一章 前言

人们一旦开始思考经济增长问题，就不会考虑其他问题了

——Robert Lucas

宏观经济学诞生在凯恩斯时期。在新古典失效时，凯恩斯注意到了新古典价格自由变动的局限，并建

立了一种总量分析的方法。但这个时期的宏观经济学缺乏一种微观基础，也没有合适的数学方法论。凯恩

斯时期的模型后面被纳入静态分析层面。

首先出现的宏观方法革新论文是 solow(QJE,1956)模型————从那时开始，宏观出现了经济增长的
方向。

经济为什么要增长？经济是怎么增长的？时间被纳入模型分析，宏观分析从静态模型转向了动态模

型。要素贡献和经济增长的源泉被联系到了一起，solow残余的分解带来了更多的疑问。
但是 solow模型存在的一个局限是，其很多假设和凯恩斯的模型一样，模型是先验性的。先验意味着

直接基于直觉进行建模。此时的宏观依旧缺乏一种微观基础，凭借直觉将储蓄作为了核心变量。缺乏微观

经济学那样基于理性的演绎逻辑。以供求理论例子，微观经济学构建了一种理性人的最优化范式:
消费者，需求，偏好，效用函数，需求函数。

生产者，技术，生产函数，供给函数。

比较重要的，综合了微观基础的是 ramsey模型。通过家庭层面的最优化继续演化，模型将储蓄内生
化，为宏观提供了微观基础，也基本成为了未来宏观经济学的基底模型。

然而即便宏微观基础同时具备，ramsey模型还有有一个问题——ramsey模型是确定性的模型。以物
理思想为例子，由于粒子微观层面存在量子效应 (不确定性)，预测由基本粒子构成的宏观活动存在一种理
论上的困难。理想的宏观建模需要包含一些不确定性的要素进而能解释未曾料到的外生冲击。

继续将不确定性纳入宏观模型，DSGE 范式出现并壮大了。典型代表就是真实周期模型 (kydland &
prescoff ,1982,Econometrica)。

从此以后，经济增长和经济波动成为宏观经济学最重要的主题。

就数学表达而言，当代宏观经济学依赖微分方程、差分方程，以时间为基本单位，存在连续和离散两

种表达。一般情况下，连续的表达可以和离散的表达相互转换。例如
´
𝑥𝑡𝑑𝑡 和

∑
𝑥𝑡 想要表达的本质别无

二致。连续就使用积分，使用微分方程，表达简洁，但遗憾的是大部分微分方程实际上难以求解，例如三

体运动，公式刻画简单，但难以求得优美的通解。最遗憾的情况往往是：研究者构建了一个相当简洁优雅

的动态方程，却无法真正求解。离散变量虽不够简洁，但在实践中便于当代的计算机迭代计算。

或许正是数学工具的极限，导致了宏观经济学当前的困境。事实上，在教材上为人们所熟知的宏观经

济学基本为几十年前的宏观模型，前沿研究永远比高级宏观的教材更加遥远，甚至可以说，掌握教材和研

究几乎没有关系。在解释上，除去当前主流的基于微分方程、控制最优化的宏观经济学外，制度、文化经

济学等非主流、非传统模型的经济增长研究也在不断涌现。

很多人说，宏观经济学就是跳大神。冒出来一个点子，被现实打脸，然后缝缝补补就是一个新点子。

在漫长的经济增长时中，波动和增长的未解之谜永无答案，宏观的大一统模型似乎和物理的大一统一样

成为一种遥不可及的理想。但在没有答案的混沌之中，或许就和干中学模型一样，即便距离最终答案依旧

很远，但存在着许多内生增长的奇思妙想。

https://www.jstor.org/stable/1884513
https://www.jstor.org/stable/2224098?seq=1
https://www.jstor.org/stable/1913386?seq=1
https://www.jstor.org/stable/1913386?seq=1


第二章 LS-LM

2.1 学习背景与推荐教材
就学习难度来说，最基础的宏观经济学是曼昆的《经济学原理》，属于经济学概念科普阶段。

之后是曼昆的《宏观经济学》。由于曼昆是一个凯恩斯主义者，这个版本的教材侧重于 LS-LM模型。
John R. Hicks在《Mr. Keynes and the ”Classics”; A Suggested Interpretation》论文中模型化了凯恩斯的经济
理论。

但是需要注意的是，凯恩斯自己从未直接回应过这篇论文。所以不能说 LS-LM就代表了凯恩斯的理
论。晚年，hiks自己在文章《IS-LM: An Explanation》中文中强调:

IS-LM模型不应被视为完全代表凯恩斯主义的体系，而只是特定条件下的一种静态比较工具。
真正的中级宏观大概是 williamson版本的宏观经济学，里面积极引入了 RBC的基础知识，数理化倾

向更加明显。再之后便是以 romer为代表的一系列高级宏观经济学教材。一般宏观教材会在离散和连续模
型中选择一种方式进行介绍，但也有两种方式都进行介绍的，例如《现代经济增长导论》。宏观方法论的

书也不少，甚至可以说，博士课常开的方法论课往往都是为宏观做准备，例如《动态经济学方法》、《经济

动态的递归方法》。

相较于初级教材使用图像的表达，这部分将从更一般的视角看待 IS-LM模型，关键是将其作为一种
静态比较的分析工具1。实际上，基于模型的假设不同，IS-LM同样可以用来表达新古典的经济理论。

2.2 封闭模型
IS-LM假定了两个市场，分别是产品市场 (IS)和货币市场 (LM)。
产品市场：

𝑌 = 𝐶 (𝑌 ) + 𝐼 (𝑟) + 𝐺

货币市场：

𝑀名义价格

𝑃实际价格
= 𝑚(𝑟,𝑌 )货币需求

凯恩斯加入了一些假设：

边际消费倾向递减：0 < 𝐶′ (𝑌 ) < 1。
借贷成本：𝐼 ′ (𝑟) < 0。
𝜕𝑚
𝜕𝑟 < 0
𝜕𝑚
𝜕𝑌 > 0

� 练习 2.1你觉得这个假设对吗谈谈前面的假设
收入越多，消费越多这个假设一般没有问题 (𝑀𝐶 > 0)，但是现在越来越多的实证证据表明，递减未

必 𝑀𝐶 < 1。但是如果这个假设成立，可以给我们一种新的启发。
为什么要共同富裕？难道西方经济学理论就没有共同富裕的消费基础吗？答案之一就藏在消费倾向

当中。在满足消费倾向递减的假设下，贫富差距过大的结果就是消费不足。网上很多说要撬动富人消费，

但如果这个假设成立，富人实际上看似消费的绝对值多，其消费倾向实际上是比较小的2。

1对于主流宏观研究而言，动态分析才是主流，若是以研究为目的，一般不必在比较静态上花费太多时间。

2想象下，穷人 10块钱花费 5块，可是富人 100块才花费 20块，绝对值看起来大，消费占比总体却变少了。更具体的证明是：假设Δ𝑌的财

https://book.douban.com/subject/35005113/
https://book.douban.com/subject/26887927/
https://www.jstor.org/stable/1907242?seq=1
https://www.jstor.org/stable/4537583
https://book.douban.com/subject/26666705//
https://book.douban.com/subject/4017723/
https://book.douban.com/subject/33398700/
https://book.douban.com/subject/26330525/
https://book.douban.com/subject/34614419/
https://book.douban.com/subject/34614419/


2.2 封闭模型

借贷成本的关系：利率 r就是银行利息，M简单理解可以看作愿意持有的现金。银行利息越高，存款
动机越强，现金量就越少。

以及 m和 Y，r的反应，实际上在现实中，m和 Y，r的反应充满了不确定性。
� 练习 2.2常见的考题 分析扩张财政的影响。
解 [扩张财政的影响]这里不使用绘图，而使用更一般的代数表达。

第一步：全微分，将 IS-LM模型全微分


𝑑𝑌 = 𝐶′ (𝑌 )𝑑𝑌 + 𝐼 ′ (𝑟)𝑑𝑟 + 𝐺′

1
𝑃 𝑑𝑀 − 𝑀

𝑃2 𝑑𝑃 = 𝑚𝑟𝑑𝑟 + 𝑚𝑦𝑑𝑦

第二步：矩阵变换 (
1 − 𝐶′ (𝑌 ) −𝐼 ′ (𝑟)

𝑚𝑌 𝑚𝑟

) (
𝑑𝑌

𝑑𝑟

)
=

(
𝑑𝐺

1
𝑃 𝑑𝑀 − 𝑀

𝑃2 𝑑𝑃

)
第三步：本质分析

我们要求的是财政政策 G对经济增长的影响，本质就是求解 𝑑𝑌
𝑑𝐺 和

𝑑𝑟
𝑑𝐺。

现在一共有五个变量 𝑌, 𝑟, 𝐺, 𝑀, 𝑃。

求解需要其他变量保持不变，也就是 𝑑𝑀 = 𝑑𝑃 = 0。变形可以得到：(
1 − 𝐶′ (𝑌 ) −𝐼 ′ (𝑟)

𝑚𝑌 𝑚𝑟

) (
𝑑𝑌
𝑑𝐺
𝑑𝑟
𝑑𝐺

)
=

(
1
0

)
第四步，求解

接下来使用克莱姆法则 (Cramer’s Rule)来求解内生变量：

引理 2.1 (克莱默法则)

♥

对于一个包含 𝑛个变量和 𝑛个方程的线性方程组 𝐴x = b，若其系数矩阵 𝐴的行列式 det(𝐴) ≠ 0，则
该方程组有唯一解。其解向量 x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑇 中的每个分量可表示为：

𝑥𝑖 =
det(𝐴𝑖)
det(𝐴) , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 (2.1)

其中，𝐴𝑖 是将矩阵 𝐴的第 𝑖列替换为常数项向量 b后形成的矩阵。
在二元线性方程组的特殊情况下： (

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

) (
𝑥1

𝑥2

)
=

(
𝑏1

𝑏2

)
(2.2)

其解为：

𝑥1 =

�����𝑏1 𝑎12

𝑏2 𝑎22

����������𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

�����
, 𝑥2 =

�����𝑎11 𝑏1

𝑎21 𝑏2

����������𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

�����
(2.3)

可以解得

富从穷人转移给了富人，分别用L和H表示高低消费倾向，也就是穷人和富人的消费倾向。此时有Δ𝐶 = Δ𝑌×𝑀𝑃𝐶𝐻−Δ𝑌×𝑀𝑃𝐶𝐿 =
Δ𝑌 × (𝑀𝑃𝐶𝐻 − 𝑀𝑃𝐶𝐿 )

4



2.3 重新理解 IS-LM


𝑑𝑌
𝑑𝐺 = 𝑚𝑟

𝑚𝑟 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]+𝑚𝑌 𝐼 ′ (𝑟 )
𝑑𝑟
𝑑𝐺 = 𝑚𝑌

𝑚𝑟 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]+𝑚𝑌 𝐼 ′ (𝑟 )

第五步，分析符号

直接使用之前的假设，可以发现 1− 𝑐′ (𝑌 )是一个 0到 1范围的常数。由于 𝑚𝑟 < 0, 𝑚𝑌 > 0。可以得到
𝑑𝑌
𝑑𝐺 > 0和 𝑑𝑟

𝑑𝐺 < 0。

定义 2.1 (比较静态分析)

♣

比较静态分析的分析范式就是分析外生变量改变对内生变量对影响。

外生变量：就是系统外部的变量，一般包含两种情况：1、系统直接给定 2、常数值。
在凯恩斯假设环境下的 IS-LM中，G就是那个外生变量。实际上，由于计算时需要保持其他变量
不变，此时在前面的求解中，M,P也被看作了外生变量。
内生变量：系统内部的变量，在凯恩斯假设环境下的 IS-LM中，Y,r就是那个内生变量。

引理 2.2 (静态模型和比较静态分析)

♥

一般而言，静态模型只能使用比较静态分析。如果使用的比较静态分析，一般也是静态模型。动态

模型一般只有处于均衡状态时，才会退化为静态模型，然后可以使用比较静态分析。

� 练习 2.3如何使用上述过程理解财政政策失灵？提示:其实就是解释 𝑑𝑌
𝑑𝐺 = 0

解 [重新理解财政政策失灵]求解如下：
由于之前已经获得了解：


𝑑𝑌
𝑑𝐺 = 𝑚𝑟

𝑚𝑟 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]+𝑚𝑌 𝐼 ′ (𝑟 )
𝑑𝑟
𝑑𝐺 = 𝑚𝑌

𝑚𝑟 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]+𝑚𝑌 𝐼 ′ (𝑟 )

可以再进行变形，得到

𝑑𝑌

𝑑𝐺
=

1
[1 − 𝑐′ (𝑌 )] + 𝑚𝑌

𝑚𝑟
𝐼 ′ (𝑟)

显然，要使得其解趋于 0，最终意味着 𝑚𝑟 −→ 0。也就是货币需求对利率不再敏感。
这也就回到了凯恩斯流动性陷阱。

所以从代数式子的角度来看，整个宏观假设环境的作用过程相较于几何展示会更加自然。

2.3 重新理解 IS-LM
教材上横坐标似乎总是 r和 Y，为什么呢？例如，是否可以更换成 G呢？
目前教材在介绍 IS-LM模型时，坐标轴为 r和 Y，原因是因为他们使用了凯恩斯的假设，此时 Y和 r

是内生变量。

� 练习 2.4重新理解 IS-LM想象时刻
想象一下，假设亚当斯密活在当代，并且接触到了 IS-LM模型，他会怎么重新思考坐标参考系？

解 [亚当斯密的想象]开始分析
首先我们要理解 IS-LM方程的本质：
用两个方程，描述两个市场，对应了两个内生变量，然后剩下所有变量看作外生变量。
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2.4 开放经济

那么亚当斯密首先想到的内生变量是什么呢？看不见的手。对于亚当斯密这个古典经济学启蒙者来

说，价格自然是内生变量。其通过看不见的手灵活调控。同时价格对应的就是产品市场。

接下来要思考的问题是，货币市场的内生变量是什么？一看《就业、利息、货币通论》就知道，利息

是内生变量。

基于整个变量池子：𝑌, 𝑃, 𝑟, 𝐺, 𝑀 ,我们诞生了下面这个模型设计：


内生变量：𝑃, 𝑟

外生变量：𝐺, 𝑀,𝑌

什么？！这样一看，Y这个经济增长变量居然是外生给定的？真的可能吗?
原因在于，在古典经济学假定下，市场万能，价格灵活调整总是趋于最优，自然 Y也就总是处于最

优的 𝑌 状态。

再让我们回到凯恩斯的想象。如果古典经济学是对的，市场价格灵活变动，那为什么有这么多的非自

愿失业？显然是上述模型的哪里出问题了，Y不再是最优的，那么 Y需要从外生变量变为内生变量。
关键是内生变量只有两个坑 (两个方程，两个市场)，P和 r哪一个变量替换成外生变量呢？
于是凯恩斯发现了价格刚性，把 P拿了下来，变成了以下模型：


内生变量：𝑌, 𝑟

外生变量：𝐺, 𝑀, 𝑃

回过头来看，站在这样的视角看亚当斯密到凯恩斯的转变，过程也就变得自然亲切了。

综上, IS-LM模型只是一个分析工具，从来不是凯恩斯模型的专利。当别人问你 IS-LM模型时，我们
的第一反应应该是：我们即将在哪种假设下进行分析？古典还是凯恩斯？

� 练习 2.5如何使用上述过程理解货币政策？提示:其实就是解释 𝑑𝑌
𝑑𝑚 ,

𝑑𝑟
𝑑𝑚

解 [求解货币政策]同理，可以解得


𝑑𝑌
𝑑𝑚 =

1
𝑃 𝐼

′ (𝑟 )
𝑚𝑟 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]+𝑚𝑌 𝐼 ′ (𝑟 ) > 0

𝑑𝑟
𝑑𝑚 =

1
𝑃 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]

𝑚𝑟 [1−𝑐′ (𝑌 ) ]+𝑚𝑌 𝐼 ′ (𝑟 ) < 0

注[比较静态分析]比较静态分析非常适合计量的简约式。

2.4 开放经济
在当代，开放经济学其实有专门的一只研究方向——开放宏观。对于一个做开放宏观的博士生来说，

其毕业论文层次往往是，写一个小国开放模型，写一个大国开放模型，写一个多国开放模型。

Mundell (1963)将 IS–LM模型扩展到开放经济框架，分析了在固定汇率与浮动汇率制度下财政政策
与货币政策的有效性。Fleming (1962)几乎同时提出了类似的开放经济 IS–LM框架，因此该模型通常被称
为Mundell–Fleming模型。

开放经济就是在封闭经济的基础上加入了进出口。

IS:

𝑌 = 𝐶 (𝑌 ) + 𝐼 (𝑟) + 𝐺 + 𝑁𝑋 (𝑒 𝑃
∗

𝑃
)

其中 𝑒 𝑃
∗

𝑃 为直接标价法，例如一美元能换 n单位人民币。当 𝑒 𝑃
∗

𝑃 上升，也就是 n变多，意味着本币
(人民币)贬值，出口上升。此时可以得到 𝑁𝑋 ′ (·) > 0。
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2.5 AS-AD

LM：

𝑀

𝑃
= 𝑚(𝑟,𝑌 )

此时再分类讨论。

如果是小国，基本意味着资本完全自由流动 𝑟 = 𝑟∗。大国开放，资本不完全流动。

2.4.1 重新理解不可能三角形

固定汇率

(Fixed Exchange Rate)
独立货币政策

(Monetary Autonomy)

资本自由流动

(Capital Mobility)

不能独立实施货币政策 不能固定汇率

资本自由流动 (完全)
是不可能的

定义 2.2 (独立的货币政策)

♣

独立的货币政策，意味着可以自己给定一些货币的参数，那么对应的 m就是外生的。同理，放弃
货币独立，货币政策就是内生变量。

对于小国而言 (𝑟∗ = 𝑟)：
假设实施固定汇率制，也就是放弃了独立货币政策，此时 m就是内生变量，e就是外生变量。


内生变量：𝑚,𝑌

外生变量：𝑒, · · ·

假设实施浮动汇率制，也就是保持独立货币政策，此时 m就是外生变量，e就是内生变量。


内生变量：𝑒,𝑌

外生变量：𝑚, · · ·

可以对比观察到，对于小国而言，浮动汇率和固定汇率其实就是汇率 e和独立货币政策 m的取舍。
可其本质到底是什么呢？

本质就是，资本、汇率、货币政策相当于 Y、e、m有三个变量。如果想要满足三个都同时可以调控，
就得有三个内生变量，也就是至少有三个市场，三个方程描述这三个市场。然而 IS-LM只有两个市场和
方程！如果想要使得 Y、e、m同时内生，那么要违背的就是 𝑟 = 𝑟∗ 的假设，而这个假设的含义正是资本

自由流动。

所以本质上，不可能三角形就是 𝑒, 𝑟, 𝑚三个变量与两个市场的矛盾。

2.5 AS-AD
IS-LM并不是最强大的模型，在经济学中，AS-AD模型更加完善。
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2.5 AS-AD

实际上，IS-LM方程联立求解，解出的只是 AS-AD中的 AD需求端。这也是因为凯恩斯的分析框架
是侧重需求端的分析框架。

因此，我们可以继续扩展 IS-LM，使得其向 AS-AD靠近，不断地加东西。
首先给出 AD端：
也就是 IS有三个方程：
1、𝐶 = 𝐶 (𝑌 )
2、𝐼 = 𝐼 (𝑟)
3、𝑌 = 𝐶 + 𝐼 + 𝐺
然后是 LM
4、𝑚(𝑟,𝑌 ) = 𝑀

𝑃

接下来是 AS端，可以尝试扩展出一些市场：
5、假设使用常见的生产函数 𝑌 = 𝐹 (𝐾, 𝐿)
6、扩展劳动力需求市场：𝑊

𝑃 = 𝐹𝐿 (𝐾, 𝐿)
7、扩展劳动力供给市场：𝐿𝑆 = 𝑄(𝑊𝑃 )
利用 AS-AD的 6和 7相当于在 IS-LM基础上进一步刻画了劳动力市场。再将劳动力市场和生产函数

结合，就有了 AS端。
� 练习 2.6思考 思考此时有七个内生变量，可以是哪七个？提示：根据古典和凯恩斯的假设不同，7个内生
变量可以是不同的七个内生变量。

解 [思考题]此时全部变量有：

𝑌, 𝑟, 𝑀, 𝑃, 𝐿,𝑊, 𝐺

且为了简化模型，此时资本是外生给定，固定不变。

对于亚当斯密来说，价格由于自由变动，充满弹性，因此是内生性的，涉及到价格的 P,r,W就变成了
内生变量。

由于前面这种变量是内生变量，由他们推导出的 I,L也是内生变量,最终 Y也就变成了内生变量。
最终，加入劳动力市场后，亚当斯密的想象如下：


内生变量：𝐺, 𝑚, 𝐾

外生变量：𝑌, 𝑀, 𝑃, 𝐿,𝑊, 𝐺, 𝑟

接下来是凯恩斯的想象，凯恩斯的观察是，亚当斯密时期存在非自愿失业，因此他要解释的核心现象

是劳动力市场不均衡。也就是 L被拆分成了供给端和需求端，且不满足均衡。

𝑁 = 𝐿𝑆 − 𝐿𝑄 > 0


内生变量：

外生变量：𝑃𝑜𝑟𝑊两者中选择其一为刚性

为了解释，凯恩斯引入了价格刚性或者工资刚性。但是请注意，在此处模型中，工资刚性和价格刚性

并不能同时满足。例如如果W,P同时为刚性，那么 m就变成了外生变量。因此，此时模型外生变量和内
生变量的变动很灵活。

需要注意到的本质是，凯恩斯自己并没有直接提出过所谓价格刚性、工资刚性的理论，这是凯恩斯为

了解释非自愿失业设定的假设。价格刚性，或者更柔和的粘性，其实是后来者沿着凯恩斯思路研究的各自

现象，例如曼昆的经典论文探讨了菜单成本。
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2.5 AS-AD

在凯恩斯早期的模型中，𝑚(𝑟,𝑌 ) = 𝑀
𝑝 是一个简单粗暴的假设。现代的实证证据表明，货币相关的函

数实际上非常不稳定。现代宏观往往通过构建微观基础将货币部分内生化进行处理。

9



第三章 solow模型

3.1 求解动态路径
前面的静态模型固定了资本 k。变为动态模型。将不再固定 k。此时首先需要一个技术函数𝑌 = 𝐹 (𝐾, 𝐿)，

然后通过 K对变动研究 Y的增长和波动。
第一步，给出一个生产函数，也就是技术的微观基础：

𝑌 = 𝐹 (𝐾 (𝑡), 𝐿 (𝑡))

定义 3.1 (新古典生产函数)

♣

早期宏观动态模型使用的生产函数为新古典生产函数，例如中级教材中典型的科夫道格拉斯生产

函数就是典型代表，这类函数具有以下假设 (特征)：
非负性。𝐹 (𝐾, 𝐿) ⩾ 0。非负性隐含了更多假设，例如 𝐹 (𝐾, 0) = 𝐹 (0, 𝐿) = 0。这意味着 K和
L是互补的生产要素a。

单调性。 𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐾 > 0(L同理)。这意味着边际产出非递减。

齐次性。对于 ∀𝜆 > 0, 𝜆𝑌 = 𝐹 (𝜆𝐾, 𝜆𝐿)。意味着规模报酬不变。
凹凸性。 𝜕2𝐹 (𝐾,𝐿)

𝜕2𝑘
< 0(L同理)b。二阶导小于 0，其实就是边际报酬递减c。

极限定义。也叫 inada条件。lim𝑘→0
𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐾 = lim𝐿→0

𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐿 = +∞。这个极限假设代表着

资源的稀缺性。可以对称地想到，lim𝑘→+∞
𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐾 = lim𝐿→+∞

𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐿 = 0。

a其实直觉上也是，如果是替代关系，那么完全可以简化为 F(K)或者 F(L)
b凹凸性判断的方式多种多样，以高中抛物线函数和中级微观的风险偏好特征为例子，比较 𝑓 (𝑡 𝑥+ (1− 𝑡 )𝑦)𝑡 𝑓 (𝑥 ) + (1− 𝑡 ) 𝑓 (𝑦)
也是种方式

c数学和经济学关于凹凸的定义往往相反。在一般数学教材中，凸为二阶导小于 0，在一般经济学教材中，凹才为二阶导小于
0

宏观经济学的论文范式为数学假设，经验事实 (描述统计的证据)，分析推断。当我们看一个论文时，
可以尝试思考论文的假设是否合理，如果放松了某个假设会怎么样？或者改进某个假设，使其更加符合现

实。

命题 3.1 (solow模型店基本假设)

♠

solow模型有如下假设a：

生产函数为新古典生产函数。

资本通过储蓄动态积累，且储蓄率固定为 s。
劳动供给不带弹性。

人口增长率为固定为 n。

a可以感受到这些假设都是非常简化的假设

对资本动态积累假设来说，资本 K是存量，投资 I为流量1，且均衡条件有资本等于储蓄：I=S。solow
模型在早期最创新的核心贡献之一就是通过 𝑆 −→ 𝐼 −→ 𝐾 建立了一套动态框架。

对劳动供给不带弹性来说，意味着 𝐿 = 𝜑𝑃(0 < 𝜑 < 1)。其中 L为劳动力数量，P为人口数量，自然
𝜑为劳动参与率。

1现在的财经新闻很多不严谨的地方在于弄混了存量和流量。例如美国前 n家上市公司超过某国 GDP，实际上市值是存量，GDP却
是流量，不能这样比较。



3.1 求解动态路径

接下来补充下动态分析的数学表达:
流量，对应时期的增长量可以表达为：

¤𝑥 = 𝜕𝑋 (𝑡)
𝜕𝑡

增长率则是增长量除以当期存量：

𝑔𝑥 =
¤𝑋
𝑋

实际上，增长率也可以看作 𝑔𝑥 = 𝜕𝐿𝑛𝑋
𝜕𝑡 = ¤𝑋

𝑋。

结合劳动供给不带弹性的假设来说，以上表达可以进一步表达劳动力和人口的关系：𝑛 = ¤𝐿
𝐿 = ¤𝑃

𝑃

接下来基于微分方程，探讨资本积累的运动方程，设 𝛿为资本折旧率，那么可以得到：

¤𝐾 = 𝐼 − 𝛿𝐾 = 𝑠𝑌 − 𝛿𝐾 = 𝑠𝐹 (𝐾, 𝐿) − 𝛿𝐾

此时，solow模型有两以下方程：


¤𝐾 = 𝑠𝐹 (𝐾, 𝐿) − 𝛿𝐾
¤𝐿
𝐿 = 𝑛

𝐾 (0), 𝐿 (0)

此时模型中的所有变量都是总量，需要进行人均化的标准化处理。从经济意义的角度上来说，人均标

准化是为了可比性，例如发展中国家发达国家标准比的是人均 GDP而不是 GDP总量。从技术角度上来
说，两个微分方程的难度等价于一个两阶的微分方程。标准化有助于整合方程组，降低处理难度。

此时有 𝑘 = 𝐾
𝐿。直接对 𝑘 用时间求导，可以得到：

¤𝑘 =
𝜕 𝐾𝐿
𝜕𝑡

=
¤𝐾𝐿 − 𝐾 ¤𝐿
𝐿2 =

¤𝐾
𝐿

− 𝑛𝑘

接下来代入 ¤𝐾 = 𝐼 − 𝛿𝐾 = 𝑠𝑌 − 𝛿𝐾 = 𝑠𝐹 (𝐾, 𝐿) − 𝛿𝐾2=f(k)，即可得到

¤𝑘 = 𝑠 𝑓 (𝑘) − (𝑛 + 𝛿)𝑘

为方便求解，此处进一步简化假设，也就是让折旧为 0(𝛿 = 0)。此时求解 k也就是求解以下微分方程：


¤𝑘 = 𝑠 𝑓 (𝑘) − (𝛿 + 𝑛)𝑘

𝑘 (0) = 𝐾 (0)
𝐿 (0)

再简化，使得生产函数为 𝑓 (𝑘) = 𝐴𝑘，因此有

¤𝑘 = 𝑠 𝑓 (𝑘) − (𝛿 + 𝑛)𝑘 =
𝑑𝑘

𝑑𝑡
= (𝑆𝐴 − 𝑛)𝑘

化简变形可得
1
𝑘

𝑑𝑘 = (𝑆𝐴 − 𝑛)𝑑𝑡,解微分方程，进行积分
´ 1
𝑘 𝑑𝑘 =

´
(𝑆𝐴 − 𝑛)𝑑𝑡。

可以得到 𝑘 = 𝐶𝑒 (𝑆𝐴−𝑛)𝑡。其中 C是积分得到的任意常数。然后再代入 𝑘 (0) = 𝐾 (0)
𝐿 (0) 求解任意常数即可

解得。

注[关于例子中放松的假设]前面的题是否满足了 solow模型的假设？

2利用一次齐次的性质，可以得到 𝐹 (𝐾,𝐿)
𝐿 =

𝐹 ( 𝐾𝐿 ,1)
𝐿 =F(k,1)
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3.2 中央计划和分散的 solow模型

在前面的例子中，为更好解题，此处大幅度简化了生产函数，使其为最简单的形式 𝑓 (𝑘) = 𝐴𝑘。但是
请注意， 𝑓 (𝑘) = 𝐴𝑘 并不满足新古典生产函数的假设，其不满足 inada条件：

lim𝑘→0
𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐾 = lim𝐿→0

𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐿 = +∞。这个极限假设代表着资源的稀缺性。同理，lim𝑘→+∞

𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐾 =

lim𝐿→+∞
𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐿 = 0。

经济学家们觉得，虽然 AK模型不满足新古典假设，但现实有一些数据表明存在类似 AK模型的情
况，这也就是内生增长获得诺奖的论文系列工作，其中一篇经典论文为 romer的《Increasing Returns and
Long-Run Growth》。

3.2 中央计划和分散的 solow模型

定义 3.2 (宏观经济的两种资源配置方式)

♣

在宏观经济模型中，资源配置通常可以通过两种基本组织形式来实现：
中央计划者经济 (social planner)，简写 SP

分散经济 (decentralized economy)，简写 DE

中央计划者经济：假设一位“全知全能”的中央计划者直接进行各自决策。是理论最优的经

济情况，这种最优来源于完全信息的前提假设。因为完全信息，中央计划者形式的宏观模型

往往更简洁。

分散经济：经济由多个不同主体组成，不同主体通过自己的信息决策，最后在市场上形成均

衡。类似的，分散经济往往代表着每个主体只具有部分信息。

注[比较计划经济和中央计划经济]中央计划经济是否是计划经济？并不是。因为计划经济失败了，而中央
计划经济应该是；理论最优水平。中央计划经济成为理论最优的关键在于——信息完全。

推论 3.1 (DE到 SP的论文范式)

♥

由于 SP模型往往是理论上的最优模型 (信息完全)，在宏观论文中，往往就会先写一个 SP模型衡
量理论最优的社会水平，然后再写一个刻画现实的 DE模型。
接下来，假设实施了一个可选的政策 (optional policy)。再分析实施这个政策后，DE模型社会水平
提升了多少，如果提升到了和 SP一样的水平，那么这个政策就是最优的 (First Best)。如果没有达
到 SP水平，但至少改进了，那么政策就是较优的 (Second Best)a。

a实际上微观经济学理论模型的范式也是类似的，先刻画一个基准值，然后改变参数，研究相对基准值的偏离并进行解释。例
如完全竞争和垄断社会福利。

前面的 solow模型其实就是一个中央计划者经济模型。政策制定者知道社会的全部参数，然后最优化
储蓄率水平，使得社会水平达到最优。这里继续扩展，尝试刻画一个分散经济的 solow模型。

分散模型具有多个市场主体，且各个主体会基于自己的部分信息进行决策，这里构架家庭和企业端：

家庭端 (household):
采用类似的资本积累方程 ¤𝐴 = 𝑠(𝑟𝐴 + 𝑤𝐿)。A代表银行储蓄，r代表利率。L为劳动力，w为当期工

资水平。

同样，利用 𝑎 = 𝐴
𝐿 ,进行求导，可以得到:

¤𝑎 =
𝜕 𝐴𝐿
𝜕𝑡

=
¤𝐴𝐿 − 𝐴 ¤𝐿
𝐿2 =

¤𝐴
𝐿
− 𝑎𝑛 = (𝑟𝑎 + 𝑤)𝑎 − 𝑛𝑎

企业端 (enterpreneur):
企业本身就有理论最大化的决策场景，
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3.3 solow模型的均衡解

max 𝐹 (𝐾, 𝐿) − 𝑤𝐿 − 𝐾𝑟

其一阶条件为 𝑟 = 𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)
𝜕𝐾 , 𝑤 = 𝜕𝐹 (𝐾,𝐿)

𝜕𝐿
3。

此时关系为 𝑘 = 𝐾
𝐿 ,也就是 𝐹 (𝐾, 𝐿) = 𝐿 𝑓 (𝑘)。

接下来解 r和 w。

𝑟 =
𝜕𝐹 (𝐾, 𝐿)
𝜕𝐾

=
𝜕𝐿 𝑓 (𝑘)
𝜕𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝐾
= 𝑓 ′ (𝑘)

𝑤 =
𝜕𝐹 (𝐾, 𝐿)

𝜕𝐿
=
𝜕𝐿 𝑓 (𝑘)
𝜕𝐿

=
𝜕𝐿 𝑓 (𝑘)
𝜕𝐿

𝜕𝐿

𝜕𝐿
+ 𝜕𝐿 𝑓 (𝑘)
𝜕 𝑓 (𝑘)

𝜕 𝑓 (𝑘)
𝜕𝑘

𝜕𝑘

𝜕𝐿
= 𝑓 (𝑘) + 𝐿 𝑓 ′ (𝑘)

(
− 𝑘
𝐿

)
= 𝑓 (𝑘) − 𝑘 𝑓 ′ (𝑘)

最终有了以下方程：


家庭


¤𝑎 = (𝑟𝑎 + 𝑤)𝑎 − 𝑛𝑎

𝑎(0)

企业


𝑟 = 𝑓 ′ (𝑘)

𝑤 = 𝑓 (𝑘) − 𝑘 𝑓 ′ (𝑘)

接下来有均衡条件 𝐴 = 𝐾 ⇐⇒ 𝑎 = 𝑘

将所有式子代入均衡条件，进行转化，可以发现，最后转化的结果为

注[宏观模型的简化]如何判断自己的模型结果是否为最简洁的形式了，直截了当的检查方式就是，一个一
个检查，是否用到了所有的模型方程和均衡条件。当所有的方程和均衡条件都被用到，那么一般这时候就

是模型最简的形式。

𝑠 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 = ¤𝑘

可以发现在前面设定的情况下，DE模式的 solow模型和 SP模式的 solow模型是一样的，也就是理论
左右。原因其实在于目前的分散模型并没有加入信息不对称等复杂的现实摩擦，设置非常简洁。

3.3 solow模型的均衡解
当显示解难以求得时，如何求解。

由于大部分微分方程实际上很难求解，因此基本上通过动力系统探讨模型解的性质。

例如这里先以最简单的一阶动力系统为例子,使用最简单的线性齐次微分方程系统：


¤𝑥 = 𝑎𝑥

𝑥(0)

对于一个动力系统，我们往往关注两个概念：

3这里企业基于利润最大化做最优化，放到动态模型中，就是企业在每一期都做最优化，因此把动态模型转化成了均衡状态的静态分
析。在现在的经济研究中，更符合学界标准的是考虑公司的跨期最优化，甚至要考虑未来，对未来的利润进行贴现处理。沿着这个
思路继续推导，还可以推导菲利普斯曲线，例如Calvo (1983)的论文。这里不再展开。
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3.3 solow模型的均衡解

定义 3.3 (均衡点)

♣

第一个，均衡点（稳态a，英文名为 stady state）。
核心思路，𝑥∗达到当且仅当 𝑥∗使得 ¤𝑥为 0时，称为对应的稳态解 𝑥∗ | ¤𝑥=0。

a早期经济增长的翻译成均衡，后期做经济波动的翻译成稳态。历史原因是，做经济增长和经济波动的是两拨人

定义 3.4 (稳定性)

♣

第二个，均衡点的稳定性（stability）。
∀𝑥(0)出发，系统的解如果都能收敛到 𝑥∗，则称 𝑥∗是稳定的。

例如图3.1。左侧小球放置位置，可能向左，可能向右，这个解就是不稳定的。右侧小球无论放哪里，
位置最终都是底部，因此是稳定的。

图 3.1: 稳定性解释

接下来继续对系统求解：

考虑 ¤𝑥 = 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑎𝑥,可以解得 𝑥 = 𝑥(0)𝑒𝑎𝑡。

接下来就考虑这个解是否稳定，本质就是看趋于极限时，是否收敛。可以看出

lim
𝑡→0

𝑥(0)𝑒𝑎𝑡

𝑎 < 0收敛

𝑎 > 0不收敛

均衡是否稳定取决于系数 a,也就是一阶方程的导数。因此可以有如下定理：

定理 3.1 (一阶模型与稳态)

♥若一阶动态系统模型一阶导小于 0，则系统是稳定的。

� 练习 3.1思考 求解一次非齐次的模型是否稳定，也就是


¤𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥(0)

解 [思考题]求解
求解大概为 𝑥 = 1

𝑎 𝑥(0)𝑒𝑎𝑡 −
𝑏
𝑎

关于稳定性结论和一阶齐次一样。

注[报错]在 matlab编程中，往往会有 B-K condition的报错，本质就是均衡点不稳定。而这种不稳定往往
来源于方程性质不好（违背了经典经济学假设）。换而言之，我们需要知道经典经济学假设是具有良好性

质的。

当模型变得更加复杂，需要求解的便是非线性的动力系统模型。此时就将非线性模型线性化。由线性

模型在 𝑥∗ 处的线性化系统所给出，通过泰勒展开进行转化。
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3.3 solow模型的均衡解

注[宏观中的泰勒展开]在宏观中，一般展开到一阶即可，够处理就行。具体展开到几阶取决于研究对象。
例如风险一般为二阶，风险的变化自然就是三阶。

图 3.2: 局部扰动

一阶条件得到的稳定性严格来说是局部稳定 (local sability)性。如图3.2所示。如果同时存在两个局部
稳态，可能跨越某个边界后，收敛方向就会发生变化，此时为多重均衡的情况。

接下来考虑非线性函数


¤𝑥 = 𝑓 (𝑥)

𝑥(0)

泰勒展开可以得到

¤𝑥 = 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥∗) + 𝑓 ′ (𝑥∗) (𝑥 − 𝑥∗)

一阶条件告诉我们，稳态时，¤𝑥 = 𝑓 (𝑥∗) = 0。同时在上面方程中 𝑓 (𝑥∗)和 𝑥∗可以被看作常数，因此可

以化简为下面形式，也看作一个线性函数：

¤𝑥 = 𝑓 ′ (𝑥∗)(𝑥 − 𝑥∗)

那么这个一阶段线性函数，其稳定的条件可以通过定理3.1判断为 𝑓 ′ (𝑥∗) < 0。

3.3.1 solow模型的基本性质

早期宏观的论文有一种八股文方式，这里介绍 solow模型也不例外。证明均衡点的存在性，唯一性，
稳定性。

关于存在性：

求解稳态的条件有：

¤𝑘 = 𝑠 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘

变形可以得到，其实就是解 𝑓 (𝑘 )
𝑘 = 𝑛

𝑠。

新古典生产函数（定义3.1）的假设中，inada条件加洛必达法则告诉了我们以下信息：

lim
𝑘→0

𝑓 (𝑘)
𝑘

= lim
𝑘→0

𝑓 ′ 𝑓 (𝑘) = +∞
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3.3 solow模型的均衡解

lim
𝑘→+∞

𝑓 (𝑘)
𝑘

= lim
𝑘→+∞

𝑓 ′ 𝑓 (𝑘) = 0

如图3.3,当我们知道 solow模型均衡点在 0和无穷处的极限，就可以通过介值定理（定理3.2）证明解
的存在性。

图 3.3: solow均衡存在性

定理 3.2 (介值定理)

♥

设 𝑎 < 𝑏,且 𝑓 :[𝑎, 𝑏] → R为一连续函数。则下列叙述成立：
对任意满足 ( 𝑓 (𝑎) − 𝑢) ( 𝑓 (𝑏) − 𝑢) < 0的实数 𝑢,皆存在一实数 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)使得 𝑓 (𝑐) = 𝑢。
𝑓 的值域为一闭区间。

关于唯一性。

通过图3.3可以看出，想要证明解是唯一的，就需要证明函数为单调的，按照目前左右侧的极限，可
以进一步判断一定是单调递减的。因此唯一性等价于证明函数 𝑓 (𝑘 )

𝑘 单调递减：

𝐹′ (𝑘) = 𝑓 ′ (𝑘∗)𝑘∗ − 𝑓 (𝑥∗)
𝑘∗2 < 0 ⇐⇒ 𝑓 ′ (𝑘∗)𝑘∗ − 𝑓 (𝑘∗) < 0

定义 3.5 (凸函数一阶导定义)

♣

此时引入凸函数的一阶条件定义

∀𝑥1, 𝑥2, 𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥2) < 𝑓 ′ (𝑥2) (𝑥1 − 𝑥2)

由于新古典生产函数有凸性的假设，因此这里使得 𝑥1 = 𝑘, 𝑥2 = 0即可证明。
关于稳定性。

由定理3.1可知，此时条件为

𝑠 𝑓 ′ (𝑥∗) − 𝑛 < 0 ⇐⇒ 𝑓 ′ (𝑘∗) < 𝑛

𝑠

在证明存在性时，我们得到了 𝑓 (𝑘∗ )
𝑘∗ = 𝑛

𝑠

代入变形即可得到 𝑓 ′ (𝑘∗) < 𝑛
𝑠 = 𝑓 (𝑘∗ )

𝑘∗ 。变形证明又回到了凸函数的一阶导定义3.5。
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3.4 solow模型的经济意义

注[solow模型函数的性质]归根结底，solow模型有这些良好的定义，原因是新古典函数的种种假设。这
些假设使得函数具有了良好的性质。

3.4 solow模型的经济意义
solow模型有以下经济意义：
当 solow模型达到稳态时，也就是 𝑘∗，人均资本不再增长。由于 𝐾 = 𝑘𝐿,此时 𝑔𝐾 = 𝑔𝑘 +𝑔𝐿 = 0+𝑛 = 𝑛。

也就是人均资本不再增长，但总资本增长速度取决于人口规模。

但是显然这很难解释人口结构相似的国家增速也存在差异，因此有了绝对收敛和条件收敛的概念。在

系统工程看来，这种收敛就是转移动态——研究系统从初始位置向均衡点收敛。

绝对收敛意味着：

s、n、f(x)相同，那么均衡点就相同。
随着 k的增加，资本增速 𝑔𝑘 递减 (本质源于生产函数凹与边际生产函数递减的假设)。
条件收敛意味着：

s、n、f(x)不同，那么均衡点就不同。
随着 k的增加，资本增速 𝑔𝑘 递减。

图 3.4: solow条件收敛

例如图 3.4就展示，随着储蓄率的不同，均衡就不同4。

3.5 solow模型的扩展
宏观模型店扩展就两种方式：

修改假设

修改变量。例如引入货币政策、财政政策。

4亚洲战后增长迅速，典型事实就是高增长伴随高储蓄率（1960s–1990s）。不过亚洲持续的高速增长也挑战力 solow模型的观点，因
为到了趋于稳态是边际递减的过程，但这段时间以及工业革命是爆发性的增长
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3.5 solow模型的扩展

3.5.1 引入变量 1：技术

例如修改生产函数，由于工业革命的典型增长事实，可以引入技术 T，关键是怎么引入？

𝐹 (𝐾, 𝐿) −→ 𝐹 (𝐾, 𝐿, 𝑇)


𝐹 (𝐾𝑇, 𝐿)

𝐹 (𝐾, 𝐿𝑇)

𝐹 (𝐾𝑇, 𝐿𝑇)

技术和资本结合还是和劳动结合，还是都结合，分化出了 harrod中性、hicks中性、solow中性的扩展
词汇。但是具体哪个对应哪个，即便是经典文献也存在模糊，混乱的情况。在今天，一般用 harrod中性指
带 𝐹 (𝐾, 𝐿𝑇) 的情况。

𝐹 (𝐾, 𝐿𝑇) 模型一统江湖，也是因为Uzawa (1961)定理。Uzawa (1961)证明了这种扩展的稳态更稳定。
当 solow模型引入技术假设后：



¤𝐾 = 𝑠𝐹 (𝐾, 𝐿𝑇)
¤𝑇
𝑇 = 𝑥
¤𝐿
𝐿 = 𝑛

𝐾 (0), 𝐿 (0), 𝑇 (0)

这时候的人均就是单位有效劳动的人均 𝑘̂ = 𝐾
𝑇𝐿

求导可以得到

¤̂𝑘 =
¤𝐾
𝑇𝐿

− 𝐾

𝑇𝐿

¤𝑇𝐿 + ¤𝐿𝑇
𝑇𝐿

= 𝑠 𝑓 ( 𝑘̂) − 𝑘̂ (𝑛 + 𝑥)

稳态时，𝑔𝑘̂ = 0, 𝑘 = 𝑇 𝑘̂, 𝑔𝑘 = 𝑛 + 𝑔𝐾 + 𝑥

3.5.2 引入变量 2：储蓄类别

第二种方式，增加变量，例如弱储蓄内生，或者有多个储蓄率。利息和工资在不同的储蓄账户之中。

且利息储蓄大于工资储蓄 𝑠𝑟 > 𝑠𝑤

¤𝐴 = 𝑟𝐴𝑠𝑟 + 𝑤𝐿𝑠𝑤 ⇐⇒ ¤𝑎 =
¤𝐴𝐿 − 𝐴 ¤𝐿
𝐿2 = 𝑆𝑟𝑟𝑎 + 𝑠𝑤𝑤 − 𝑛𝑎

此时资本运动方程为

¤𝑘 = 𝑠𝑤 𝑓 (𝑘) + (𝑠𝑟 + 𝑠𝑤) 𝑓 ′ (𝑘)𝑘 − 𝑛𝑘

此时图像大概如下图3.5所示:
可以证明一定是奇数个交点。由于运动方程存在一阶导，分析就需要二阶导，非常复杂。虽然有多个

均衡，但却不一定每个都是稳定的，例如图中中间的就不稳定，很容易向左右收敛。

多重均衡的经济含义为

解释增长的差异性。

收入陷阱。初等，中等，例如日本失去的 10年、20年、30年，，，，
为什么需要外在援助，例Industrialization and the Big Push(1989, JPE)
一些最新进展，利用动力系统的性质解释稳定性和多重均衡。
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3.5 solow模型的扩展

图 3.5: solow多重均衡

3.5.3 引入变量 3：solow余值

当引入技术后 𝐹 (𝑌, 𝐿𝑇)。此时可以分解为

¤𝑌 =
𝑑𝑌

𝑑𝑡
= 𝐹𝐾 ¤𝐾 + 𝐹𝐿 ¤𝐿 + 𝐹𝑇 ¤𝑇

然后进一步整体除以 Y变量（分解增长率）。其实也是一个构造弹性项的过程 𝐹𝐾𝐾
𝑌 其实表示了弹性。

¤𝑌
𝑌

= 𝐹𝐾
¤𝐾
𝐾

𝐾

𝑌
+ 𝐹𝐿

¤𝐿
𝐿

𝐿

𝑌
+ 𝐹𝑇

¤𝑇
𝑇

𝑇

𝑌

最终这个公式其实就是增长率分解为了各个要素的增长率 *弹性积的和。
其中 𝐹𝐾

¤𝐾
𝐾 代表资本回报份额。𝐹𝐿

¤𝐿
𝐿 代表劳动回报份额。由于资本和劳动相对容易找现实指标，而技

术回报很难找指标，因此是先通过估计劳动和技术贡献，剩下的部分归于技术，𝐹𝑇
¤𝑇
𝑇
𝑇
𝑌 也就是 solow剩余,

代表着不能被解释的剩余部分。

注[估计 solow剩余的注意事项]如果直接用统计年鉴的固定资产投入估计上述公式的 K资本变量，是错
误的。因为固定资产投入是一个流量变量，而 solow分解的 k是一个存量变量。通过会计法则，可以把流
量加总为存量，问题就变成了需要一个精准的基期 𝐾 (0)。现有研究一般就尝试追溯到早期记录中，寻找
一个记载相对精确的基期然后进行估计。

3.5.4 更改函数

Solow 模型并不是第一个动态模型，只是第一个被广泛接受的动态模型。在更早的Harrod-Domar 模
型中（一系列篇讨论经济增长和波动的论文）。模型被设置为了完全互补函数 (李昂惕夫生产函数):𝑌 =

min{𝐾𝑎 ,
𝐿
𝑏 }。
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3.5 solow模型的扩展

不过可以看出来，这种情况就是 solow模型的特殊情形。对于科学史来说，往往就是先找到一个特殊
情况的解，然后再找到一个一般情况的理解框架。特殊案例在引领学科发展中起着先锋作用。

在当时，这组论文发现的变量关键是资本劳动比。看起来很奇怪，然而放到 solow模型下就不难发现
这个的含义其实是人均资本 𝐾

𝐿。

3.5.5 储蓄内生化

由于 solow模型是先验的，将储蓄作为外生的重要变量，各个经济学家尝试内生化 s，将其修改为内
生变量。一种思路是将 s写成内生变量对函数，变成如下形式：


¤𝑘 = 𝑠(𝑘) 𝑓 (𝑥) − 𝑛𝑘

𝑘 (0)

但是这种方法是假内生。因为 s(.)的形式是外生给定的。

3.5.6 修改弹性假设

solow 模型假设劳动供给不带弹性，如果增加弹性，也就是 𝜑 为一个函数，其自变量至少可以为工

资5𝜑(𝑤)。此时人口和劳动力参与有如下变形：

𝐿 = 𝜑𝑃 −→ 𝐿 = 𝜑(𝑤)𝑃

¤𝐿 =
𝜕𝜑(𝑤)
𝜕𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑃 + 𝜑(𝑤) 𝜕𝑝

𝜕𝑡

= 𝜑𝑤 ¤𝑤𝑃 + 𝜑(𝑤) ¤𝑃

考虑到 w又是 k的函数：𝑤(𝑘) = 𝑓 (𝑘) − 𝑓 ′ (𝑘)𝑘。这个式子可参考章节3.2中的 solow模型的分散经济
情形，从企业利润最大化中推出。继续使用链式法则，可以进一步推导：

¤𝐿 =
𝜕𝜑(𝑤)
𝜕𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑃 + 𝜑(𝑤) 𝜕𝑝

𝜕𝑡

= 𝜑𝑤 ¤𝑤𝑃 + 𝜑(𝑤) ¤𝑃

= 𝜑𝑤𝑤𝑘 ¤𝑘𝑃 + 𝜑(𝑤) ¤𝑃

接下来和 solow模型的扩展部分3.5.3一样，除以基期，构造引入弹性变量。

¤𝐿
𝐿

=
𝜑(𝑤)𝑤𝑘 ¤𝑘
𝜑(𝑤) +

¤𝑃
𝑃

=
𝜑𝑤𝑤

𝜑(𝑤)
𝑤𝑘𝑘

𝑤

¤𝑘
𝑘
+

¤𝑃
𝑃

= 𝜀𝜑𝜀𝑤
¤𝑘
𝑘
+ 𝑛

接下来代入 ¤𝑘 ,继续简化：

¤𝑘 =
¤𝐾𝐿 − 𝐾 ¤𝐿
𝐿2

= 𝑠 𝑓 (𝑘) − 𝑘 (𝜀𝜑𝜀𝑤
¤𝑘
𝑘
+ 𝑛)

5工资和劳动供给经济关系
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3.5 solow模型的扩展

整理式子，可以变形得到：

¤𝑘 =
𝑠 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘
1 + 𝜀𝜑𝜀𝑤

然而加不加这个弹性和 solow模型的结果并无本质区别。出于奥卡姆剃刀原则——如无必要，勿增实
体，因此往往保留无弹性的简单假设。

3.5.7 引入变量 4：财政政策

在 solow模型中加入财政政策，例如对家庭征税。
注[宏观的家庭征税]在宏观经济学中，对企业征税可以简化为对家庭征税，直觉上有两种理解：

企业归家庭所有

企业的利润最后还是流转到家庭手中

对于家庭端来说：

此时税率为 𝜏。家庭的资本积累方程变为6：

¤𝐴 = 𝑠(1 − 𝜏)(𝑟𝐴 + 𝑤𝐿)

接着同样可以得到

¤𝑎 =
¤𝐴𝐿 − 𝐴 ¤𝐿
𝐿2 = 𝑠(1 − 𝜏)(𝑟𝑎 + 𝑤) − 𝑛𝑎

对于政府端来说,税收为：

𝜏(𝑟𝐴 + 𝑤𝐿) = 𝜏 𝑓 (𝑘) = 𝑔

此时均衡条件为 𝑎 = 𝑘

同时记得还可以利用以下关系式化简

𝑤 = 𝑓 (𝑘) − 𝑓 ′ (𝑘)𝑘

图 3.6: solow财政扩展

6其实就是进一步从收入变为可支配收入
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3.5 solow模型的扩展

最终可以得到：


¤𝑘 = 𝑠(𝑘) 𝑓 (𝑥) − 𝑠𝑔 − 𝑛𝑘

𝑘 (0)

如图3.6所示。相较于扩展之前，此时可能存在一个或者两个均衡，但一定只有右侧的均衡是稳定的。
因为左侧的均衡要么向左，要么向右，并没有收敛。

接下来对均衡稳态求解，和比较静态章节2.2的过程一样，全微分，然后求解：
全微分：

𝑓 (𝑘∗)𝑑𝑠 + 𝑓 ′ (𝑘∗)𝑠𝑑𝑘∗ − 𝑔𝑑𝑠 − 𝑠𝑑𝑔 − 𝑛𝑑𝑘∗ − 𝑘∗𝑑𝑛 = 0

外生变量中，𝑑𝑠 = 𝑑𝑛 = 0
代入，最终化简可得：

𝑑𝑘∗

𝑑𝑔
=

𝑠

𝑠 𝑓 ′ (𝑘∗) − 𝑛

在考虑稳定性时，利用定理3.1可以发现一阶展开时，¤𝑘 = [𝑠 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛] (𝑘 − 𝑘∗)。图3.6中稳定性的解意
味着 𝑠 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛。那么 𝑑𝑘∗

𝑑𝑔 = 𝑠
𝑠 𝑓 ′ (𝑘 )−𝑛 < 0。

� 练习 3.2凯恩斯被推翻了吗 最终得到了结论：政府税收阻碍了经济增长——这基本上反对了凯恩斯主义。

但是，为什么？为什么会这样？

解 [当前模型的问题]原因就在于当前的模型假设中，政府部分的 g是一个只进不出的变量，当然会阻碍。
因此在现在的研究中，往往会把 g放入生产或者效用环节。认为政府参与了生产、服务环节。
例如 Arrow & Kurz (1970)的专著《Public Investment, the Rate of Return, and Optimal Fiscal Policy》就

讨论了这个问题，在 solow模型中加入了政府的刻画。
更直接的是(barro ,1990)发表在 JPE上的论文。刻画了政府的生产性支出偏向。

𝑌 = 𝐴𝐾𝛼𝐺1−𝛼

今天我们依旧可以用政府投资来解释中国的经济增长。

接下来，求解简化版本的(barro ,1990)模型：


¤𝑘 = 𝑠(𝑘, 𝑔) 𝑓 (𝑥) − 𝑠𝑔 − 𝑛𝑘

𝑘 (0)

同样进行全微分，且外生假设 𝑑𝑠 = 𝑑𝑛 = 0
最终可以解得

𝑑𝑘∗

𝑑𝑔
=
𝑠(1 − 𝑓 ′𝑔 (𝑘∗, 𝑔))
𝑠 𝑓 ′𝑘 (𝑘∗, 𝑔) − 𝑛

此时 𝑠 𝑓 ′𝑘 (𝑘∗, 𝑔) − 𝑛 < 0,因此影响方向取决于分子。


𝑓 ′𝑔 (𝑘∗, 𝑔) > 1此时，政府支出促进了经济增长

0 < 𝑓 ′𝑔 (𝑘∗, 𝑔) < 1此时，政府支出阻碍了经济增长
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3.6 求解稳态和黄金律

其实这个结论7就是政府投资的挤出效应。但是本质上是效率之争。如果政府效率足够高，那么分配

给政府资源肯定有利，如果政府效率低下，此时相较于私人资本，其实资源利用率就降低了。大于 1这个
过程，其实也呼应了凯恩斯的乘数理论（只是呼应，不是等同，只是思想上有点类似）。

3.5.8 引入变量 5：货币政策

tobin ,1965发表在《Econometrica》上的《Government Spending in a SimpleModel of Endogeneous Growth》
在 solow模型中引入了货币政策。

因此资本积累方程变为

¤𝑘 = 𝑠 · 𝜃 (𝜋) · 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘

其中 𝜃 表示储蓄中用于资本的比例，𝜋为通货膨胀率（假设货币政策外生）。

全微分，此时有 𝑑𝑠 = 𝑑𝑛 = 0。最终解得

𝑑𝑘

𝑑𝜋
=

𝑠𝜃 𝜋 𝑓 (𝑘)
𝑛 − 𝑠𝜃 (𝜋) 𝑓 ′ (𝑘)

同理，基于稳定性定理3.1可以得到分母大于 0，而分子方向取决于 𝜃𝜋。当通货膨胀时，货币实际回

报率下降，人们会减少货币持有，增加资本配置，因此 𝜃𝜋 > 0。最终，

𝑑𝑘

𝑑𝜋
=

𝑠𝜃 𝜋 𝑓 (𝑘)
𝑛 − 𝑠𝜃 (𝜋) 𝑓 ′ (𝑘) > 0

其实这个模型就呼应了凯恩斯的价格刚性，解释了人们偏好温和的通货膨胀（只是呼应，不是等同，

只是思想上有点类似）。

3.6 求解稳态和黄金律

推论 3.2 (稳态和黄金率)

♥

前面求得的是 solow模型的动态路径，也就是一般解。在中级宏观中，一般只要求求稳态解和黄金
率水平。这里简要回顾下：

类似马尔萨斯人口论，人多了，平均财富下降，生育率就低，人少，平均财富增加，生育率提升。最

终人口规模维持在一个稳定的状态。solow模型最后也是收敛到一个稳态。
由于 AK模型违背了新古典假设，所以存在内生增长，他的动态路径是不稳定的，这里使用符合新古

典生产函数的简化模型，也就是 𝑓 (𝑘) = 𝑘𝛼。
稳态 k求解思路很简单，直觉上就是增长率为 0，资本长期稳定在当前存量，也可以看作收敛到当前

存量，也就是

¤𝑘 = 0 = 𝑠𝑘𝛼 − (𝑛 + 𝛿)𝑘

解得

𝑘∗ =
( 𝑠

𝑛 + 𝛿
) 1

1−𝛼

由于储蓄率外生，固定储蓄率后，资本最终就会收敛到一个稳态，因此便可以通过调整储蓄率来调控

经济。资本黄金率就是使得每单位有效劳动的消费水平达到最大化时的资本存量水平。

7当然，这个结论不是(barro ,1990)的核心结论，只是可以基于他的思想简化了解下
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3.6 求解稳态和黄金律

由 k的稳态，可以反过来表示 𝑠 = (𝑛 + 𝛿)𝑘∗(1−𝛼)。
由于有 𝑐∗ = 𝑦 − 𝑠∗𝑦，先代入 𝑠 = (𝑛 + 𝛿)𝑘∗(1−𝛼)，再对 k求导，得到 𝛼𝑘∗(𝛼−1) − (𝑛 + 𝛿) = 0。
黄金率的本质含义为 𝑓 ′ (𝑘∗) = (𝑛 + 𝛿)：生产函数的斜率等于持平投资的斜率。
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第四章 R-C-K模型

4.1 模型小传
solow模型虽然成为了一个被广泛接受的动态分析框架，但其思想是先验的，把储蓄作为重要的外生

变量，缺乏微观基础。

实际上，Ramsey在 1928年在 EJ上《A Mathematical Theory of Saving》已经解决了这个问题。将储蓄
通过微观的理性基础进行了内生化，这个结果甚至先于 solow模型出现！

当时 EJ的编辑是凯恩斯1，那时候凯恩斯也还没有写完通论，也就是说宏观经济学尚未出现时，宏观

经济的基础模型 Ramseym模型其实就已经诞生了。可惜的是，ramsey的论文在当时并没有得到很多的反
馈，直到 40年后这篇论文才被经济学家重新挖掘出来。

Ramsey是一个数学家，当时他的论文没有被重视的原因可能是：
通论尚未出现，人们对其论文思考的角度有限。

经济学家的数学工具不够先进。当时 ramsey用的是变分法的思想。但是直到 60年代，苏联建立了
更加简洁的动态分析框架后，经济学家们才进一步体会到了 ramsey模型的精妙。
ramsey英年早逝，他尚未进一步挖掘自己的论文。实际上 ramsey的其他论文还在数论领域、逻辑哲
学、统计学、决策控制论产生了巨大影响。

60年代，cass(1965)、koopmans(1965)在标准的动力系统框架下重新构建了 ramsey模型。基于他们的
论文标题，RCK模型也可以叫做 optional-growth模型。

4.2 模型构建
对于一个动力系统，在控制论流程下，首先有一个目标函数。在这里就是家庭效用函数。

一个理性的家庭会考虑未来的预期，同时，考虑过去，当下，未来，在连续情形下写作积分的形式。

未来的收入还需要贴现到当期,最终表示如下：

ˆ +∞

0
𝑢(𝐶𝑡 )𝑒−𝜌𝑡

注[要素解释]其中贴现因子部分 𝑒−𝜌𝑡 的数学逻辑：

将 t期的资本贴现到 0期，其实就是 𝑥 × 1
(1+𝑟 ) 𝑡。由于此时是连续形式，考虑无限细分的极限，因此对

贴现因子无限细分 𝑥 × 1
(1+ 𝜌𝑛 ) 𝑡𝑛

。趋于极限即可得到：

lim
𝑛→+∞

(1 + 𝜌
𝑛
)𝑡𝑛 −→ 𝑒𝜌𝑡

然后是约束条件：

¤𝐴 = 𝑟𝐴 + 𝑤𝐿 − 𝐶

其实 ramsey模型这个约束本质上就是研究的储蓄。在收入要么贵消费、要么归储蓄的假设下，研究
了消费就等于研究了储蓄。不过由于 ramsey当时主要基于消费表达式子，因此尚未直接被其他经济学注
意到这个约束本质是一个将储蓄内生化的过程。

人均化可以得到

1除去通论外，凯恩斯也有很多精彩的事迹和文集，例如凯恩斯去参加经济谈判（包括凡尔赛谈判、布雷顿森林体系谈判）、炒股心
得、给其他经济学家小传。凯恩斯曾经就给 ramsey写过小传小传以纪念这位经济学家、数学家、逻辑哲学家，参见 ej版面。

https://www.jstor.org/stable/2224098?seq=1
https://www.jstor.org/stable/1910103?seq=1
https://www.jstor.org/stable/1912448
https://www.gutenberg.org/ebooks/15776?utm_source=chatgpt.com
https://gwern.net/doc/economics/1930-keynes.pdf?utm_source=chatgpt.com


4.3 分散经济

¤𝑎 =
¤𝐴𝐿 + 𝐴 ¤𝐿
𝐿2 = 𝑟𝑎 + 𝑤 − 𝑐 + 𝑛𝑎 = (𝑟 + 𝑛)𝑎 + 𝑤 − 𝑐

如果是一般的静态分析，此时我们可以通过拉格朗日乘子法、KKT条件求解。但是本质上，源于包
络分析的这些方法，是基于一阶条件，将等式或者不等式约束整合成一个方程进行分析。前提是——约束

条件都为等式方程。在动态分析中，约束条件是差分方程。

因此，这里需要引入新的数学工具——Hamilton函数2。。

对于以下优化对象：

max
ˆ 𝑡1

𝑡0

𝑓 (𝑡, 𝑢, 𝑥)𝑑𝑡

𝑠𝑡.


¤𝑥 = 𝑔(𝑡, 𝑢, 𝑥)

𝑥(0)

但是思想是和 kkt、拉格朗日一样的，将约束整合为一个方程进行研究，只是 Hamilton可以处理差分
约束。此时，生成的 hamilton函数为如下形式：

𝐻 = 𝑓 (𝑡, 𝑢, 𝑥) + 𝜆𝑔(𝑡, 𝑢, 𝑥)

u代表控制变量（control varible）：能直接控制的变量3。

x代表状态变量（state varible）：不能直接控制，只能依赖控制变量间接控制的变量4。

定理 4.1 (hamiliton求解定理)

♥

最标准的 hamilton最优化的数学表达是pontryagin maximum principlea

其最优化条件为以下五点：

最优性条件： 𝜕𝐻
𝜕𝑢 = 0

Euler方程b： ¤𝜆 = − 𝜕𝐻𝜕𝑋
可行性条件： ¤𝑥 = 𝑔(𝑡, 𝑢, 𝑥), 𝑥(0)
横截面条件（transversality condition简称 TVC）：𝑙𝑖𝑚𝑡→+∞𝜆(𝑡)𝑥(𝑡) = 0c

充分条件d，二阶段条件： 𝜕2𝐻
𝜕𝑢2 < 0

a看名字便知道是俄罗斯数学家，而且经历让人敬佩。Pontryagin从 14岁起完全失明，但在数学多个领域取得了重大发现，包
括代数拓扑、微分拓扑和最优控制。

bEuler最无敌的地方在于，当你说起 Euler方程时，其实你甚至不知道具体是哪一个 Euler方程,各个领域有各个领域的 Euler
方程

c直观的现实含义就是，运行到一定程度就必须停止。

d对应的，前面几点都是必要条件

注[经济学中 hamilton条件的严格程度]在一般经济模型中，充分条件一般都是满足的。因为经济模型的
函数基本都具有良好的性质。横截面条件一般容易满足。可行性条件就是约束条件，已经给定了。因此，

1-2条件是经济模型最优化中，往往最关键的条件。

2不只是经济学，还是控制论在 ai领域、流体力学中的基本优化方法
3个人感觉作为系统控制，结合信号模型理解也行，其实就是输入参数输出参数的过程，输入参数就是可以选择的控制变量

4在复杂模型中，最重要的是数学求解，因此没有必要过于在乎控制变量和状态变量对区分
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4.3 分散经济
家庭端：

max
ˆ +∞

0
𝑢(𝑐)𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

其中 c为人均化后的 c。
资本积累方程为

¤𝐴 = 𝑟𝐴 +𝑊𝑟 − 𝐶

人均化: ¤𝑎 =
¤𝐴𝐿−𝐴 ¤𝐿
𝐿2 = 𝑟𝑎 + 𝑤 − 𝑐 − 𝑛𝑎 = (𝑟 − 𝑛)𝑎 + 𝑤 − 𝑐

注[对比 solow模型] solow模型的资本积累方程为 ¤𝐴 = 𝑟𝐴 +𝑊𝑟。实际上 solow可以看作 romansey模型固
定储蓄率的特别情况。

得到 hamilton函数：

𝐻 = 𝑢(𝑐)𝑒−𝜌𝑡 + 𝜆[(𝑟 − 𝑛)𝑎 + 𝑤 − 𝑐]

接下来开始最优化求解：

第一条：对控制变量求导

𝜕𝐻

𝜕𝑐
= 0 → 𝜆 = 𝑢′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡

注[hamilton乘子]在 hamilton方程中，𝜆类似拉格朗日的影子价格。例如 𝜕𝐻
𝜕𝑢 = 0k可以推导出 𝜆 = 𝑢′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡。

经济含义就是消费对效用贴现的边际作用。

第二条：对状态变量求导

¤𝜆 = −𝜕𝐻
𝜕𝑎

= −𝜆(𝑟 − 𝑎)

第三条：约束本身

¤𝑎 = (𝑟 − 𝑛)𝑎 + 𝑤 − 𝑐

第四条：截断条件 TVC

lim
𝑡→+∞

𝜆𝑡𝑎𝑡 → 0

注[tvc的经济意义]从两个方面理解 tvc
第一点，当停止时，发生了什么？

若 𝜆𝑡 → 0,相当于影子效应趋于 0。增加消费对于效用的提升趋于 0。
若 𝑎𝑡 → 0,相当于资产水平趋于 0。家庭无财富，自然趋于 0。
由于式子 𝜆𝑡 中还有贴现率 𝑒−𝜌𝑡，因此其实一定会满足趋于 0的条件。
第二点，进一步分析人均财富条件：

从 TVC可以拆分出 𝑎𝑡𝑒
−𝜌𝑡 ⩾ 0。相当于人均财富贴现到初始点是正常的，也就是人均财富按照一个

正常的速度积累。如果贴现回去为负，可能发生了两件事。

财富超过了正常增长的速度。

家庭财富增速不均（因为这里是算的人均财富贴现）。
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4.4 中央经济

一种情况就是家庭金融的击鼓传花游戏——庞氏骗局5。所以这个分离出的条件又叫 No-Ponzi-game
Condition。

第五条：二阶段充分条件

𝜕2𝐻

𝜕𝑐2 = 𝑢′′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡 < 0

接下来就是求解上面五条信息，实际中一般就用前三条，两个偏导和本来就存在的约束：


𝜆 = 𝑢′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡

¤𝜆 = −𝜆(𝑟 − 𝑎)

¤𝑎 = (𝑟 − 𝑛)𝑎 + 𝑤 − 𝑐

可以看出，利用前面两个等式能对 𝜆消元

¤𝜆 =
𝜕𝜆𝑡
𝜕𝑡

=
𝜕𝑢′𝑒−𝜌𝑡

𝜕𝑡

= 𝑢′′ ¤𝑐𝑒−𝜌𝑡 − 𝜌𝑢′𝑒−𝜌𝑡

= −𝜆(𝑟 − 𝑛) = −𝑢′𝑒−𝜌𝑡 (𝑟 − 𝑛)

注[计算细节]对 𝜆𝑡 = 𝑢′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡 求导时，注意 u还是 c的函数，c又是时间的函数，因此需要链式法则。其
实所有变量都是时间的函数。

简化可以得到消费的微分方程，最终得到如下约束：


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) (𝑟 − 𝑛 − 𝜌)

¤𝑎 = (𝑟 − 𝑛)𝑎 + 𝑤 − 𝑐

企业端：

这里不考虑跨期定价，使用简单的约束


𝑟 = 𝑓 ′ (𝑘)

𝑤 = 𝑓 (𝑘) − 𝑓 ′ (𝑘)𝑘

均衡条件：a=k。代入即可得到


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌)

¤𝑎 = ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛)𝑎 + 𝑓 (𝑘) − 𝑓 ′ (𝑘)𝑘 − 𝑐 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐

4.4 中央经济
此时中央统筹全局，最优化式子为

max
𝑐,𝑘

ˆ +∞

0
𝑢(𝑡)𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

接下来考虑约束：

5一种经典的非法金融诈骗手法，其核心是“拆东墙补西墙”：不依靠实际业务盈利，而是利用新投资人的资金支付老投资人的利息
和回报，通过虚构高回报承诺骗取更多资金，直至现金流断裂。

28



4.5 二阶的动力系统

积累方程为： ¤𝐾 = 𝐹 (𝐾, 𝐿) − 𝐶
人均化： ¤𝑘 = ¤𝐾𝐿−𝐾 ¤𝐿

𝐿2 = 𝑓 (𝑘) − 𝑐 − 𝑛𝑘
注[模型分类]上述的中央模型也可以看作代表性经济。例如假设全国就一个家庭的情况。这个家庭可以看
作良好的平均家庭的代表。这种分类叫做 represent agent。如果是做这种的新凯恩斯模型，简称就是 RANK
模型。

同理，有代表性就有异质性。代表性家庭假设各个家庭式同质的，就很难考虑异质性 (heferogennious)。
例如不同家庭禀赋不同，或者社会收入分配存在异质性。这种异质性新凯恩斯模型就简称 HANK。

hank是目前比较前沿的议题，代表性的论文有《Using the Sequence-Space Jacobian to Solve and Estimate
Heterogeneous-Agent Models》(econometrica,2021)、《Monetary Policy According to HANK》(AER,2018)。

2026年获得克拉克奖的Ludwig Straub贡献就在于异质性主体的引入（agent heterogeneity）。
异质性模型和代表性模型的区别在于研究侧重一般性意义还是需要考虑异质性的作用。目前异质性

依旧缺乏相对成熟，简易化的数学工具，因此异质性模型的其他设定在论文中往往都设定的比较简单。

对上述中央计划经济求解，答案和分散经济是相同的。

4.5 二阶的动力系统
solow模型是一个一阶的动力系统，ramsey模型则是二阶的动力系统。


¤𝑥 = 𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦

¤𝑦 = 𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦

上述两个一阶的动力系统本质和一个二阶的动力系统难度相当。例如对于 ¥𝑥 + 𝑎 ¤𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0,令 ¤𝑥 = 𝑦,
就转化为了两个一阶的动力系统。

其均衡点为


¤𝑥 |𝑥∗.𝑦∗ = 0

¤𝑦 |𝑥∗.𝑦∗ = 0

例如上述式子，可以看出均衡解为 𝑥∗ = 𝑦∗ = 0。
基于3.1可知，在一阶微分的动力系统中，只存在模型解稳定和模型解不稳定的情况，也就是两个任

意命题，要么任意出发点收敛，要么任意出发点不收敛。因此判断依据也是单调的一阶导线性展开是否小

于 0。在二阶段则变成了存在命题。存在一些点出发一收敛，存在一些点出发一定不收敛。

定义 4.1 (二阶微分动力系统的稳定性)

♣

∀(𝑥0, 𝑦0) ≠ (𝑥∗, 𝑦∗)出发，模型解收敛到 (𝑥∗, 𝑦∗)，则 (𝑥∗, 𝑦∗)稳定。
∀(𝑥0, 𝑦0) ≠ (𝑥∗, 𝑦∗)出发，模型解收敛到 (𝑥∗, 𝑦∗)，则 (𝑥∗, 𝑦∗)不稳定。
∃(𝑥0, 𝑦0) ≠ (𝑥∗, 𝑦∗) 出发，模型解收敛到 (𝑥∗, 𝑦∗)，其余部分不收敛，则称为鞍点稳定（saddle
point）。

注[数学与经济的区别]
对于数学理论来说，他们更喜欢任意命题，也就是类似一阶微分系统的要么任意收敛，要么任意不收

敛，代表更一般的情况。而鞍点则是存在特殊路径的情况。在宏观经济学中，鞍点代表着理性，因为在所

有可行路径中，存在依靠理性到达的最优化路径。换而言之，合理的宏观模型一定需要鞍点稳定性6。

6也就是 matlab检验中的 bk条件检验

29

https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.3982/ECTA17434
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.3982/ECTA17434
https://www.aeaweb.org/articles?id=10.1257/aer.20160042
https://www.aeaweb.org/about-aea/honors-awards/bates-clark/ludwig-straub


4.5 二阶的动力系统


¤𝑥 = 𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦

¤𝑦 = 𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦

如何判断上述二阶动力系统的稳定性呢？看作方程，此时得到了 𝐴 =

(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

)
此矩阵有两个特征根 𝜆1, 𝜆2，而特征根就可以用来判断二阶微分方程的稳定性。

定理 4.2 (二阶模型稳定性判别)

♥

𝜆1, 𝜆2 < 0,稳定
𝜆1, 𝜆2 > 0,不稳定
𝜆1, 𝜆2一正一负，鞍点稳定

注[二阶动力系统特征根的讨论]在使用特征根判定时，都使用的实数根。此时也不能为 0，为 0则不是二
阶动力系统了。但是可能存在虚数根的情况 𝑎𝑖 + 𝑏。此时通过实部进行判定。此时可能实部为 0，构成了
极限环。

极限环为动力系统中一种“自发维持的周期运动轨道”。例如Goodwin Cycles。目前一些非主流文献
通过这种思想解释经济波动，这种波动不依赖于外生的经济周期假设，相当于把经济周期内生化。例如

1994年的《The Macroeconomics of a Steady State》。
这种做法目前非主流的原因是太依赖数学解释。

对于上述式子进行线性展开，可以得到


¤𝑥 = 𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 = 𝑓 (𝑥∗, 𝑦∗) + 𝑓𝑥 (𝑥∗, 𝑦∗) (𝑥 − 𝑥∗) + 𝑓𝑦 (𝑥∗, 𝑦∗)(𝑥 − 𝑥∗) = 0

¤𝑦 = 𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 = 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) + 𝑔𝑥 (𝑥∗, 𝑦∗) (𝑦 − 𝑦∗) + 𝑔𝑦 (𝑥∗, 𝑦∗)(𝑦 − 𝑦∗) = 0

判别矩阵为：

𝐴 =

(
𝑓𝑥 (𝑥∗, 𝑦∗) 𝑓𝑦 (𝑥∗, 𝑦∗)
𝑔𝑥 (𝑥∗, 𝑦∗) 𝑔𝑦 (𝑥∗, 𝑦∗)

)
对于 rmansey模型来说，先分析解的存在性和唯一性。


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌)
¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐

¤𝑐 = 0,由于 𝑢′ (𝑐)
𝑢′′ (𝑐) ≠ 0，因此 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌 = 0。

由于 𝑓 (𝑥)单调且单调递减，因此可以反解 𝑘∗ = 𝑓 ′−1 (𝑘)(𝑛+ 𝑝)。然后代入下方的 ¤𝑎 = 𝑓 (𝑘) −𝑛𝑘 − 𝑐 = 0。
可得到唯一解。

接下来求解稳定性。

由于 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌 = 0,对 ¤𝑐线性展开时，c偏导部分为 0。最终得到：


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) 𝑓
′′ (𝑘)(𝑘 − 𝑘∗)

¤𝑎 = −(𝑐 − 𝑐∗) + ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛)(𝑘 − 𝑘∗)

判别矩阵为：
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4.6 总结对比

𝐴 =

(
0 − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) 𝑓
′′ (𝑘)

−1 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛

)

𝜆1 ∗ 𝜆2 = |𝐴| = − 𝑢
′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) 𝑓
′′ (𝑘) < 0

𝜆1 + 𝜆2 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴) = 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 = 𝜌 > 0

如果是四阶的微分方程，实际上很难求解或者理解经济意义。这时候一般需要庞加莱变换、拉普拉斯

变换之类的数学操作来降维。这也是为什么之前说在数学解析中，控制变量和状态变量对选取并不严格，

因为复杂情况下会有一些人为定义变量的情况。

4.6 总结对比
solow模型和 ramsey模型都是外生增长模型。增长源泉是外生给定的。而 solow模型可以看作储蓄固

定不变的 rmansey模型的特殊情况。romer、lucas通过内生增长增长理论获得了诺奖，例如人力资本、研
发费用7就是经典的内生增长要素。

4.7 相图：转移动态
微分方程可以看作一种存量和流量的方程，经济意义在于，当我们知道此刻存量 k时，基于 ¤𝑘 = 𝑓 (𝑘)

可以判断流量 ¤𝑘 的大小，也就是知道了 k接下来是将要增加还是将要减少。相图就是在平面图上展示这
种变化路径。现在是一个二维的微分方程：


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌)
¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐

第一步：找均衡。确认 ¤𝑘 = 0和 ¤𝑐 = 0对应的两条线。
¤𝑐 = 0，可以得到 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌 = 0,此时方程内部不包含 c，因此是一条直线。
¤𝑘 = 0,可以得到 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 = 𝑐。由二阶条件可以得到其凸性—— 𝑓 ′′ (𝑘) < 0。
第二步，分析两条线的交点。一个是直线，一个是凸函数，关键就是，直线在凸函数相对极值点的哪

一侧？

凸函数部分，极值点在一阶条件处，此时有 𝑓 ′ (𝑘∗) = 𝑛
实际两条线相交部分，此时有 𝑓 ′ (𝑘∗∗) = 𝑛 + 𝑝
由于 𝑓 ′ (𝑘)单调递减，因此 𝑘∗ < 𝑘∗∗

第二步，分析变化方向。最终，两条线把图像划分成了四个区域，接下来就是分析每个区域的变化方

向。

− 𝑢′ (𝑐)
𝑢′′ (𝑐) > 0,𝑘 > 𝑘∗时。 ¤𝑐 < 0,对应的,𝑘 < 𝑘∗时。 ¤𝑐 > 0。
同样可以得到，𝑐 > 𝑐∗时。 ¤𝑘 < 0,对应的,𝑐 < 𝑐∗时。 ¤𝑘 > 0。最终得到如下图像：
图4.1可以看出就是鞍点稳定,存在部分区域出发会收敛，存在部分区域出发不收敛。

7但是创新是有风险的
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4.8 rmansey模型的扩展

图 4.1: rmansey相图

4.8 rmansey模型的扩展

4.8.1 生产函数例子：内生增长

扩展生产函数，函数变化为 AK模型，并发展出了内生增长。内生增长时，Y=AK。如果再一般化点，
就是 𝑌 = 𝐴𝐾 + 𝐵𝐾𝛼𝐿1−𝛼（人均化后为 𝑓 (𝑘) = 𝐴𝑘 + 𝐵𝑘𝛼）8。

修改之后就会有新的平衡增长路径（BGP）。

4.8.2 效用函数例子

rmansey模型的方法论并不局限于经济学，这是一种动态理性的框架。可以将任何类似动态理性的变
量放入函数。

为什么放入效用函数，逻辑是这样的：

某个变量进入效用函数，意味着有需求，此时存在理性选择。

把房地产、土地放入效用函数：

2008年金融危机之前，房地产在宏观中受到的重视较少，大部分研究房地产的领域集中在微观的资
产定价领域。当时人们认为是周期带来了房地产价格的变化。2008年以后，另外一种视角得到重视——
是房地产价格的变化影响了经济波动。

把金融机构放入效用函数：

在传统的宏观经济中，金融只是被看作一个中介变量，可以简化假设。例如收税直接简化为了对家庭

征税，省略了中间的种种金融环节。

Kiyotaki和Moore在《Handbook of Monetary Economics》（1990年部分的卷次）中介绍了如何引入金
融机构。这个理论之后完善称为了 BGG理论（金融加速器）。经济学家 Ben Bernanke 2020年凭此获得了

8可以看出 AK模型最重要的就是有这个 AK，AK是一个整体。
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4.8 rmansey模型的扩展

诺奖。类似的理论也可以参考《Credit Cycles》(1997,JPE)。2022年获得诺奖的另外一位 Philip H. Dybvig9主
要贡献则是将金融机构引入了模型。

简单说明下 BGG理论的思想:按照传统的经济波动理论，要引发 2008年这种程度的危机需要一个足
够巨大的冲击，但是现实看来并不存在如此巨大的冲击要素。BGG理论认为，金融机构在传导中起着巨
大的增幅作用，一开始冲击作用确实较小，但层层传导影响也就越来越大。

4.8.3 其他跨学科的例子

环境经济学：污染。例如 2018年诺奖得主William D. Nordhaus就将污染放入了 rmansey模型，最后污
染具有外部性会影响气候，而气候会影响生产函数。可以参考其 1994年的 AER论文《Economic Growth
and Climate Change》。

类似的外部性思考还有军事竞赛，此时别人的军事开支会影响自己的效用函数。例如《Military spending
and stochastic growth》。

剩下还有健康经济学、心理经济学、政治经济学（计算权力）等诸多领域。

4.8.4 货币政策

在宏观中引入货币是一个相对困难的事情，因为理性选择下的货币理论似乎直观上不存在。当前的

货币贴现到当期为 0，现金（𝑀
𝑃）的预期收益为负的通货膨胀率。

最早引入货币政策，并在 rmansey框架下给出最优货币规则 (friedman rule)的论文是 sidrauski 1967年
发表在 AER的《Rational Choice and Patterns of Growth in a Monetary Economy》。更为详细的引入可以参考
《Interest and Prices: Foundations of a Theory of Monetary Policy》。

目前，主流有两种引入方式：

CIA(cash in advane)：直接加入货币约束，例如现金不能低于 30%。相当于为模型加了一个不等式约
束。

MIV(money in utility)：将货币加入效用，借助预防性动机等理论进行解释。相当于使得目标函数更
加复杂化。

注[使用哪种]对应的，如果约束已经够多了，够复杂了，就使用MIV。如果目标函数已经足够复杂了，就
使用 CIA。

solow模型引入货币政策的例子参见 solow模型章节3.5.8。诞生了 tobin effect。因为这个结论比较贴
合凯恩斯，因此有些人将 tobin看作凯恩斯主义者。但是需要注意的是——模型的结论只是在假设中成立，
并不是说结论偏向什么，就是 xx主义。

在 rmansey模型中添加变量时，为简化计算，一般通过效用独立、效用可加的假设添加（𝑈 =
∑
𝑢𝑖）。

此处将资本 k加入效用，经济学一般叫做财富效应。

max
𝑐,𝑘

ˆ +∞

0
[𝑢(𝑐) + 𝛾𝑣(𝑘)]𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

𝑠𝑡. ¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐

上述效用就使用了可加形式简化计算，其中 𝛾 是显性权重，如果想要隐性展现就吸纳入效用形式即

可，整体相当于引入了财富效应。其中 c为人均消费。
可以得到 hamilto方程为：

9当时网比较出圈的讨论是——Philip H. Dybvig在获得诺奖的前一年离开了西财。网上有帖子说他之前留在西财是为了方便青城山修
道。讨论可参见知乎问题
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4.8 rmansey模型的扩展

𝐻 = [𝑢(𝑐) + 𝛾𝑣(𝑘)]𝑒−𝜌𝑡 + 𝜆( 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐)

基于定理4.1求解。
条件 1： 𝜕𝐻

𝜕𝑐 = 0 → 𝜆 = 𝑢′𝑒−𝜌𝑡。

条件 2： ¤𝜆 = − 𝜕𝐻𝜕𝑘 = −𝛾𝑣′ (𝑘)𝑒−𝜌𝑡 − 𝜆( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛)。
接下来就可以联立条件 1和条件 2求解，整理可以得到


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌 + 𝛾
𝑣′ (𝑘 )
𝑢′ (𝑘 ) )

¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐

其中红色部分就是相对扩展之前多的部分，只有这部分也是因为效用的可加、独立性简化了计算。其

均衡时，其实就是求解

𝑓 ′ (𝑘∗) − 𝑛 − 𝜌 + 𝛾 𝑣
′ (𝑘∗)
𝑢′ (𝑘∗) = 0

基于单调性分析，可以看出，此时 𝑘∗ > 𝑘̄（没有引入财富效应的 rmansey模型的原来的 k的水平）。
这种数理刻画，华人学者比较出名的是邹恒甫的《‘The spirit of capitalism’and long-run growth》。非数学
模型的思想，早期比较有影响力的作品是韦伯的《新教伦理与资本主义精神》。

模型的均衡路径就比较复杂了，大致图像类似于图3.5。

4.8.5 金融摩擦

市场失灵的其中一个原因是信息不对称。金融摩擦的来源也主要是信息不对称。消费者抵押货物，其

数量表示为 ℎ𝑡 ,价格表示为 𝑃ℎ，换取银行的贷款 Debts。贷款过程可以看作：

𝐷𝑒𝑏𝑡𝑠 ⩽ 𝜇𝑃ℎℎ𝑡

其中 𝜇 就是信息不对称导致的，由于银行无法区分优质用户和劣质用户，因此会选择更低水平的贷

款。例如在发达国家，𝜇可能在 0.9的水平，在发展中国家可能就只有 0.6的水平。
如果想要换成中国场景，那么就是政府卖地，获得收入，支出投入基础设施建设，刺激经济。此时，

政府越卖，投入越多，基础设置建设速度越快，同样的，地价也会越来越贵，因此可获得的贷款也越来越

多，因此 BGG起了放大作用。但是对应的，如果这个循环突然停止反过来，价格越来越低，贷款越来越
少，最终价格会在循环中不断走低。

4.8.6 财政政策

中央计划者经济：

max
𝑐,𝑘

ˆ ∞

0
𝑢(𝑐)𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

假设征税，此时改变的是约束

¤𝐾 = 𝐼 = 𝑌 − −𝐺 = 𝐹 (𝐾, 𝐿) − 𝐶 − 𝐺

人均化可以得到 ¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑐 − 𝑔 − 𝑛𝑘
此时求解，得到 hamilton函数：𝐻 = 𝑢(𝑐)𝑒−𝜌𝑡 + 𝜆( 𝑓 (𝑘) − 𝑐 − 𝑔 − 𝑛𝑘)
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4.8 rmansey模型的扩展

首先 𝜕𝐻
𝜕𝑐 = 0 → 𝜆 = −𝑢′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡

然后 𝜕𝐻
𝜕𝑘 = − ¤𝜆 → ¤𝜆 = −𝜆[ 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛]

联立，消元 𝜆,可以解得，

¤𝑐 = − 𝑢
′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) [ 𝑓
′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌]

最终中央计划经济的约束为


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌)
¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐 − 𝑔

接下来考虑分散经济：

家庭端：

家庭端效用函数为

max
𝑐,𝑎

ˆ ∞

0
𝑢(𝑐)𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

此时假设直接对家庭征收直接税，税率为 𝜏，此时家庭约束为

𝑠𝑡. ¤𝐴 = (𝑟𝐴 + 𝑤𝐿) (1 − 𝜏) − 𝐶

人均化后有 ¤𝑎 = (𝑟𝑎 + 𝑤)(1 − 𝜏) − 𝑎𝑛 − 𝑐
此时后 hamilton方程：

𝐻 = 𝑢(𝑐)𝑒−𝜌𝑡 + 𝜆[(𝑟𝑎 + 𝑤) (1 − 𝜏) − 𝑎𝑛 − 𝑐]

首先 𝜕𝐻
𝜕𝑐 = 0 → 𝜆 = −𝑢′ (𝑐)𝑒−𝜌𝑡 ,其实和前面一样10

然后 𝜕𝐻
𝜕𝑘 = − ¤𝜆 → ¤𝜆 = −𝜆[(1 − 𝜏)𝑟 − 𝑛]11

同样，消元 𝜆,得到 ¤𝑐的函数，最终得到如下约束：


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) [(1 − 𝜏)𝑟 − 𝑛 − 𝜌]

¤𝑎 = (1 − 𝜏)(𝑟𝑎 + 𝑤) − 𝑛𝑎 − 𝑐

企业端：

𝑟 = 𝑓 ′ (𝑘)

𝑤 = 𝑓 (𝑘) − 𝑓 ′ (𝑘)𝑘

政府端：

𝜏(𝑤𝐴 + 𝑤𝐿) = 𝐺

代入企业端的公式，人均化可得到 𝜏 𝑓 (𝑘) = 𝑔

10由于 𝜆的经济含义是边际效用的贴现，因此无论如何改变模型，本质都是得到 𝜆是效用的一阶导贴现

11企业贴现会引入随机贴现因子，而企业随机贴现因子也和 𝜆的含义相关，因为企业需要合适的价格，此时会影子价格是一个相对可
以参考的价格水平
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4.9 扩展：确定性与不确定性

市场均衡条件：a=k
最终可以得到分散经济的约束：


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ((1 − 𝜏) 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌)
¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐 − 𝑔

对比中央计划经济的约束为


¤𝑐 = − 𝑢′ (𝑐)

𝑢′′ (𝑐) ( 𝑓 ′ (𝑘) − 𝑛 − 𝜌)
¤𝑘 = 𝑓 (𝑘) − 𝑛𝑘 − 𝑐 − 𝑔

可以发现，中央计划经济和结果和分散经济此时的结果是不一样的 (对比分析模式参考定义3.2)！

第一步：构建中央计划经济，代表最优水平

第二步：构建分散经济，刻画现实水平

第三步：对比中央计划经济和分散经济的差异

第四步：分析差异来源

第五步：政策冲击，思考如何调整政策使得分散经济趋于中央计划经济。例如上述模型中，就是 𝜏 = 0
——税收为 0的情况下中央计划经济和分散经济相同

此时经济意义，多了的 𝜏就是造成扭曲的原因。这个模型的启发是，税收会引发价格扭曲，而价格扭曲导

致市场价格不能完全正确地反应市场价格，因此产生效率损失。与之对应的是财政学，财政学需要捍卫需

要税收的观点，因此反对这种传统模型，通过市场失灵例如外部性、信息不对称的角度进行解释，为何需

要税收。

4.9 扩展：确定性与不确定性
romansey模型的最大贡献是理性选择的动态分析框架，但是这个框架是确定性的分析框架。经济波

动的研究需要一些不确定性的引入，因此后续的进展就是在 romansey基础上加入不确定性。
早期：是在经济增长中引入随机增长：

例如对于 solow模型，一般人口增长率是确定的 ¤𝑃
𝑃 = 𝑛。此时可以引入随机冲击：

𝑑𝑃

𝑃
= 𝑛𝑑𝑡 + 𝛿𝑑𝑧

其中 𝛿关于 z随机分布，总体服从几何布朗运动。从这个式子看最终 P运动服从 t和 z，在计算分布
和变化时可能出现 dtdz这种乘积形式，而几何布朗分布的良好性质（数学上的可积性）能使得计算相对
友好些。

这类分析其实也是现代金融定价的基础。在资产定价部分，就由确定性部分加不确定性部分组成。

后期：是经济波动中引入随机性。

参考早期的年的 DSGE论文《Time to Build and Aggregate Fluctuations》（Econometrica，1982），其实
就是引入了以下方程

𝐴𝑡 = 𝜌𝐴𝑡−1 + 𝜖𝑡 (0 < 𝜌 < 1)

其中 𝜖𝑡 代表无法预测的宏观冲击，冲击到来后可能增长也可能衰退，然后继续考虑折旧进行积累。最

终拟合美国 100年的经济波动。
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4.9 扩展：确定性与不确定性

其实拟合效果好的原因在于精度，这篇论文把所有的冲击归纳入了 𝜖。而现在的 DSGE需要引入更多
的冲击，引入更符合现实的抹茶，解释波动，然后分解方差，寻找最有解释力的模型或理论视角。
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第二部分

离散形式的宏观模型简介



这部分笔记主要来源于圣母大学 Eric Sims教授的课程笔记
前面介绍的基本高宏模型使用的是连续形式的模型，接下里要介绍的是分散经济的模型。连续形式

在证明一般性、存在性、解的稳定性方面具有优势，但大部分情况难以求解，差分便于迭代求解，因此扩

展上能更加贴近现实。

在当今，宏观经济学和围观经济学的差异在哪里？

有些言论认为宏观和微观的差异在于，宏观是研究国家这种整体，微观是个体决策。但是宏观经济学

发展到今天，宏观经济学要求有围观基础，微观经济学需要有宏观视角。前面的模型依旧从围观个体决策

出发考虑宏观现实。

在现有的框架下，一种更清晰的理解方式为：宏观和微观的差异在于引入了时间的变化，因此宏观的

经济增长和经济波动都是在动态变化中进行分析。

例如经典的消费者决策问题 max 𝑢(𝑐1, 𝑐2)。消费者在两种产品中进行选择，其实也可以看作消费者今
天和明天的消费决策，也就变成了 max 𝑢(𝑐1) + 𝛽𝑢(𝑐2)。

引入时间后，经典的宏观框架可以参考下面这个图：

图片4.2展现了一个宏观分析例子。假设一个每个人只生存两期的跨期模型。在第一期 t中，存在老人
𝑂𝑡−1
𝑡 表示老人出生自 t-1期，生活在当前 t期。由于只有两期，这部分群体在 t+1期去世。存在年轻人 𝑌 𝑡𝑡

表示年轻出生自 t期，生活在当前 t期。由于只有两期，这部分群体在 t+1期中变成老人 𝑂𝑡𝑡+1。

图 4.2: 宏观模型例子

在两期跨期模型中，默认人年轻时提供劳动并进行储蓄；年老后提供资本。

从更一般的宏观框架来看，相当与在每一时期中，也就是每个时间截面中，市场出清，例如这里的劳

动力市场、商品市场。而引入时间后，每一个个体则是在跨期中进行决策，也就变成了消费储蓄问题，第

一期消费多少，储蓄多少，第二期再将储蓄取出进行消费。

这个过程也是一般均衡的求解问题。在供求中，价格反应了市场信息。先在给定外生价格的情况下，

求市场需求，然后给定价格，市场出清。当价格恰好是市场出清，供求平衡的价格时，就达到了一一般均

衡。因此一般均衡的重要理论是不动点定理。

因此，动态跨期模型对于宏观分析的理解至关重要。消费者今天与明天的消费就是跨期决策问题，而

将未来的消费贴现到今天就是储蓄，因此消费和储蓄的分配也是同样的道理。

图片4.3展示了消费平滑理论的直观例子。例如消费者有两种消费方式，在第一期消费 𝑐1，第二期消

费 𝑐2;或者都均匀消费 𝑐1+𝑐2
2 ，显然后者效用更大，这解释了为什么消费者倾向于平滑消费，这种降低消费

差异的冲动也是降低不确定性的一种理性决策。
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图 4.3: 消费平滑理论
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第五章 Consumption-Saving Models: An Introduction to
General Equilibrium

使用两期消费储蓄模型。

在禀赋经济中，没有生产，收入是外生的。

实际利率会根据资产市场的出清进行调整，因此每个时期的总消费等于总禀赋。

一般均衡的关键教训是，利率消除了预期的总消费平滑1。

本章节将沿着确定性模型、不确定性模型、无限期模型的逻辑展开介绍。

5.1 确定性模型：（Deterministic Model）
此时有如下假设：

给每个个体编号为 i,且 𝑖 ∈ [0, 1]2

个体只存活两期

每个个体收入是确定的，为 𝑌𝑡 (𝑖) 与 𝑌𝑡+1 (𝑖)
商品为水果这类农产品，因此不可储蓄。

个体选择消费 𝐶𝑡 (𝑖), 𝐶𝑡+1 (𝑖) 或者持有债券 𝐵𝑡 (𝑖)
注[假设的意义]其中水果，不可储蓄的假设可以追溯到 1978年的 econometric的 lucas tree，论文《Asset
Prices in an Exchange Economy》。卢卡斯设想整个经济只有一棵树，每期自动长出水果，水果可以消费，树
可以交易，其实树就是资产，水果就是股息。因此整个经济是纯交换，没有生产的经济。这个模型将资产

定价引入了一般均衡。

因此，对于消费者 i来说，约束为

𝐶𝑡 (𝑖) + 𝑞𝑡𝐵𝑡 (𝑖) ≤ 𝑌𝑡 (𝑖)

𝐶𝑡+1 (𝑖) ≤ 𝑌𝑡+1 (𝑖) + 𝐵𝑡 (𝑖)

𝑞𝑡 代表债券的价格。𝐵𝑡 (𝑖) 代表个体对于债券的配置。例如 𝐵𝑡 (𝑖) > 0,代表消费者在第一期分配了资
金购买债券进行储蓄，并在第二期得到了价值兑现；同理，𝐵𝑡 (𝑖) < 0,代表消费者在第一期透支了未来的
债券进行借债，并在第二期进行归还。

类比新古典生产函数的假设3.1，有 inada条件 lim𝐶→0 𝑢
′ (𝐶) = ∞, lim𝐶→∞ 𝑢′ (𝐶) = 0。这个假设保证了

没有角点解，经济意义代表决策者不会因为资产和债务死亡。

接下来就是转化成了以下优化问题：

max
𝐶𝑡 (𝑖) ,𝐶𝑡+1 (𝑖) ,𝐵𝑡 (𝑖)

𝑢(𝐶𝑡 (𝑖)) + 𝛽𝑢(𝐶𝑡+1 (𝑖))

𝑠𝑡.


𝐶𝑡 (𝑖) + 𝑞𝑡𝐵𝑡 (𝑖) ≤ 𝑌𝑡 (𝑖)

𝐶𝑡+1 (𝑖) ≤ 𝑌𝑡+1 (𝑖) + 𝐵𝑡 (𝑖)

1人人都想要消费平滑，但是一般均衡中，不可能所有人同时在第一期多消费，因此内部基于利率产生跨期决策的交换活动，利率发
挥了作用

2使用这种系统进行映射源于测度论。例如自然数和整数的数量是相同的，因为他们都是无限个，且可以建立一一对应的映射。在 0
到 1之间也有无穷个数字可以建立映射，实际上这里换成 1到正无穷建立映射也没有问题，但是 0到 1更加方便

https://www.jstor.org/stable/1913837
https://www.jstor.org/stable/1913837


5.1 确定性模型：（Deterministic Model）

其中 𝛽代表贴现因子，也就是放弃未来的效用转化到今天享受是多少。

使用拉格朗日3求解：

L =𝑢(𝐶𝑡 (𝑖)) + 𝛽𝑢(𝐶𝑡+1 (𝑖))

+ 𝜆1,𝑡 (𝑖) (𝑌𝑡 (𝑖) − 𝐶𝑡 (𝑖) − 𝑞𝑡𝐵𝑡 (𝑖))

+ 𝜆2,𝑡 (𝑖) (𝑌𝑡+1 (𝑖) + 𝐵𝑡 (𝑖) − 𝐶𝑡+1 (𝑖)) .

注[理解影子价格]
可以看到拉格朗日等值的结构为效用目标函数 + 𝜆(消费约束 (元))。显然 𝜆应该就起到了一个转换作

用，如果整体保持一致，𝜆的转换作用就是一单位消费带来的效用是多少，在经济学中，由于约束是价格，

因此才叫影子价格。

其他学科也可以类比：

在物理学中，约束往往是力，因此 𝜆代表需要的反约束作用力；工程学中，约束是材料强度，因此此

𝜆代表约束变化的敏感度，例如放松某个强度要求能降低多少成本；在最优控制中，约束是状态变量，因

此 𝜆代表状态变量变化对目标函数的边际贡献。

因此有以下五个等式：



𝜕L
𝜕𝐶𝑡

= 0 → 𝑢′ (𝐶𝑡 (𝑖)) = 𝜆1,𝑡 (𝑖)
𝜕L
𝜕𝐶𝑡+1

= 0 → 𝛽𝑢′ (𝐶𝑡+1 (𝑖)) = 𝜆2,𝑡 (𝑖)
𝜕L
𝜕𝐵𝑡

= 0 → 𝑞𝑡𝜆1,𝑡 (𝑖) = 𝜆2,𝑡 (𝑖)

𝐶𝑡 (𝑖) + 𝑞𝑡𝐵𝑡 (𝑖) = 𝑌𝑡 (𝑖)

𝐶𝑡+1 (𝑖) = 𝑌𝑡+1 (𝑖) + 𝐵𝑡 (𝑖)

最终可以得到

𝑞𝑡 =
𝛽𝑢′ (𝐶𝑡+1 (𝑖))
𝑢′ (𝐶𝑡 (𝑖))

实际上以上答案可以通过欧拉方程求解。想象一下，我每放弃当下对应的消费，因此当期效用减少，

等于未来我增加了消费（钱花去买债券了），未来的效用增加了。当这个微小变动趋于 0时就均衡了。因
此我们使用微小变化来研究平衡状态 𝑑𝑢 = 𝑢′ (𝐶)𝑑𝐶：

Δ𝐶𝑡 (𝑢′ (𝐶𝑡 (𝑖))) = 𝛽
Δ𝐶𝑡
𝑞𝑡

𝑢′ (𝐶𝑡+1 (𝑖))

同样得到了 𝑞𝑡 =
𝛽𝑢′ (𝐶𝑡+1 (𝑖) )
𝑢′ (𝐶𝑡 (𝑖) ) ,而这个式子也是 lucas tree对于资产定价的重要结论。

例如我们使得当期债券纸面价格为 1，未来回报率为 1 + 𝑟，约束就变为了

𝐶𝑡 (𝑖) + 𝐵𝑡 (𝑖) ≤ 𝑌𝑡 (𝑖), 𝐶𝑡+1 (𝑖) ≤ 𝑌𝑡+1 (𝑖) + (1 + 𝑟𝑡 )𝐵𝑡 (𝑖)

若满足金融市场完备，此时约束可以想加整合，得到

𝐶𝑡 (𝑖) +
𝐶𝑡+1 (𝑖)
1 + 𝑟𝑡

≤ 𝑌𝑡 (𝑖) +
𝑌𝑡+1 (𝑖)
1 + 𝑟𝑡

求解可以得到 𝑢′ (𝐶𝑡 (𝑖)) = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )𝑢′ (𝐶𝑡+1 (𝑖))，对比也就是 𝑞𝑡 = 1
1+𝑟𝑡。

这个式子是资产定价的起点，代表资产价格为未来支付的边际效用贴现。

3假设已经排除了角点解，由于只有内点解，消费者一定会花光约束，因此不等式约束的 KKT求解退化为了拉格朗日等式约束
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5.1 确定性模型：（Deterministic Model）

因为 𝑢′′ (𝐶) < 0，边际效用递减，因此：

𝐶𝑡+1 ↓ ⇒ 𝑢′ (𝐶𝑡+1) ↑ ⇒ 𝑞𝑡 = 𝛽
𝑢′ (𝐶𝑡+1)
𝑢′ (𝐶𝑡 )

↑

即，当未来处于衰退状态、消费较低时，未来的一单位消费更加珍贵，因此当前资产价格更高。

相反，

𝐶𝑡+1 ↑ ⇒ 𝑢′ (𝐶𝑡+1) ↓ ⇒ 𝑞𝑡 ↓

即，当未来处于繁荣状态、消费较高时，未来消费的边际价值下降，因此资产价格较低。

因此，资产价格本质上取决于其“未来消费保险价值”。若某资产在经济衰退、边际效用较高时提供

较高回报，则其能够帮助消费者平滑消费，因此更受欢迎：反之，若资产仅在经济繁荣、边际效用较低时

支付，则其保险价值较弱，因此需要更高的风险补偿。

在对数 log效用下，令 𝑢′ (𝐶) = 1/𝐶

1 = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )
1/𝐶𝑡+1 (𝑖)
1/𝐶𝑡 (𝑖)

= 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )
𝐶𝑡 (𝑖)
𝐶𝑡+1 (𝑖)

最终可以得到变形

𝐶𝑡+1 (𝑖)
𝐶𝑡 (𝑖)

=
𝐶𝑡+1

𝐶𝑡
= 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )

这代表着：共同的资产价格使得各个主体具有相同的跨期消费增长率。

注[理解下这个结论]这个结论的核心在于式子 𝐶𝑡+1 (𝑖)
𝐶𝑡 (𝑖) = 𝐶𝑡+1

𝐶𝑡
= 𝛽(1 + 𝑟𝑡 ) 表达了增长率，但是左边有 i，右

边没有 i,因此不同主体 i的增长率是一致的。
当然，也是因为这里用的是代表性家庭经济，并没有考虑异质性主体带来的摩擦。

利率在这里反应的是今天消费和明天消费的边际替代率，由于所有人具有相同的时间偏好和市场利

率（跨期交换价格），因此所有人的今天消费和明天消费的边际替代率相同，其实也就是消费增长率。

不过需要注意的是，统一的是增长率而不是消费水平，例如穷人今天消费是 10，明天消费是 11；富
人今天消费 100，明天消费税 110，都是 10%的消费比率，但是绝对水平并不同。这也是为什么即便消费
增长率相同，也存在借贷的原因。例如一个人初始禀赋是（120，100），他可能通过早期购买债券，晚期
得到回报来使得自己生命周期平滑，实现（100，110）的增速。
在一般均衡视角下看这个式子，含义就是，价格的调整使得市场出清，实现一般均衡。在这里，资产

价格统一了所有人的消费跨期替代率。

这回应了一开始说的宏观动态分析一般均衡的范式：

给定价格约束，分析需求

分析价格多少时，市场出清

对于债券市场，出清要求有

ˆ 1

0
𝐵𝑡 (𝑖)𝑑𝑖 = 0

可以看作市场分为借方和贷方，有
´ 0.5

0 𝐵𝑡 (𝑖)𝑑𝑡 =
´ 1

0.5 𝐵𝑡 (𝑖)𝑑𝑡。
因此，在第一期市场分析有

ˆ 1

0
𝐶𝑡 (𝑖)𝑑𝑖 + 𝑞𝑡

ˆ 1

0
𝐵𝑡 (𝑖)𝑑𝑖 =

ˆ 1

0
𝑌𝑡 (𝑖)𝑑𝑖
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5.1 确定性模型：（Deterministic Model）

由于商品只有水果，就像农业社会，没有储蓄，因此就没有资本积累，因此社会就很难有大的发展4。

对比 solow模型：𝑘𝑡+1 = 𝑦𝑡 + (1 − 𝛿)𝑘𝑡 − 𝑐𝑡 ,更换到类似的形式，就是

𝑐𝑡 + 𝑘𝑡+1 = 𝑦𝑡 + (1 − 𝛿)𝑘𝑡

可以看到，solow模型的差异，就是相对跨期模型多了储蓄，资本可以积累，因此有了发展经济学。
同理，继续分析原来的模型，由于

´ 1
0 𝐵𝑡 (𝑖)𝑑𝑖 = 0,可以得到

𝐶𝑡 = 𝑌𝑡 , 𝐶𝑡+1 = 𝑌𝑡+1

接下来，假设市场上存在两个主体类型 1和 2，分布比例分别为 𝛼, 1 − 𝛼,其禀赋为：

(𝑌𝑡 (1), 𝑌𝑡+1 (1)) = (1, 0), (𝑌𝑡 (2), 𝑌𝑡+1 (2)) = (0, 1)

接下来计算主体 1的消费：由于主体 1只有第一期有确定性收入，因此第一期肯定会消耗禀赋购买债
券，第二期通过债券收益消费。

主体 1第一期时：𝐶𝑡 (1) = 1 − 𝐵𝑡 (1)
主体 1第二期时：𝐶𝑡+1 (1) = 0 + (1 + 𝑟𝑡 )𝐵𝑡 (1)
使用前面模型的全部假设，接下来代入资产定价公式（欧拉和拉格朗日推出的结果）： (1+𝑟𝑡 )𝐵𝑡 (1)

1−𝐵𝑡 (1) =

𝛽(1 + 𝑟𝑡 )，就可以得到 𝐵𝑡 (1)
1−𝐵𝑡 (1) = 𝛽。

同理，主体 2只有在第二期有收入，因此主体 2肯定需要第一期借钱，第二期还钱，也就是 𝐵(2) < 0
主体 2第一期：𝐶𝑡 (2) = 𝐵𝑡 (2)(借钱)，这个式子也可以看作 𝐶𝑡 (2) + 𝐵𝑡 (2) = 0
主体 2第二期：𝐶𝑡+1 (2) = 1 + (1 + 𝑟𝑡 )𝐵𝑡 (2)
得到主体 2的债券关系 𝐵𝑡 (2) = − 1

(1+𝛽) (1+𝑟𝑡 )
均衡约束，债券市场均衡，有

𝛼𝐵𝑡 (1) + (1 − 𝛼)𝐵𝑡 (2) = 0

𝛼
𝛽

1 + 𝛽 − (1 − 𝛼) 1
(1 + 𝛽)(1 + 𝑟𝑡 )

= 0

最终得到等式：

1 + 𝑟𝑡 =
1
𝛽

(
1 − 𝛼
𝛼

)
由于禀赋在这里是水果类产物，不能跨期，因此，两期 Y直接就是禀赋加权平均 𝑌𝑡 = 𝛼,𝑌𝑡+1 = 1 − 𝛼
代入公式有

1 + 𝑟𝑡 =
1
𝛽

𝑌𝑡+1

𝑌𝑡

变形也就是 1 = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 ) 𝑢
′ (𝑌𝑡+1 )
𝑢′ (𝑌𝑡 ) ，这时候代入 log效用函数 𝑢′ (𝑌 ) = 1

𝑌 ,可以得到，

1 = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )
1/𝑌𝑡+1

1/𝑌𝑡
= 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )

𝑌𝑡
𝑌𝑡+1

此时就得到了需求曲线

4马尔萨斯人口论，因此工业革命跳出来这个陷阱，这也是为什么 solow模型一开始就是重视储蓄
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5.1 确定性模型：（Deterministic Model）

𝑌 𝑑𝑡 =
𝑌𝑡+1

𝛽(1 + 𝑟𝑡 )

注[理解这个曲线]这个曲线类似凯恩斯推导出的 IS曲线，但是这个是一个非常简单的跨期模型推导，但
是可以推导出一致的关系——当期产出和实际利率呈现反比例关系。本质上这个方程依旧是欧拉方程的

简单化表达。

注意，此时商品为水果蔬菜类无法储蓄的商品，此时市场上只存在交换行为。

如图5.1所示，实际利率上升，未来消费带来的效用更高 (1+ 𝑟)Δ𝑢(𝑐𝑡 ) ,此时消费者会倾向于明天消费。
因此左侧图呈现反比例关系。

与此同时，由于是禀赋经济，也就是当期果园菜园的产量是给定的，𝑌𝑆 外生。这也是为什么右侧的

图 𝑌𝑆 为直线形式

图 5.1: ISLM重新理解

接下来可以尝试在这个情境下分析一般均衡，重点，这个情境只有交换，没有跨期储蓄，但是依旧产

生了利率，请从经济直觉上感受这种一般均衡。一般均衡，给定价格，分析个体行为，市场出清，形成价

格。而当给定的价格和市场出清价格一致时，便成了均衡价格。价格既是信号、也是机制，因此求解价格

一般均衡，在数学上是一个不动点问题。

在此刻这个场景中，利率就是那个一般均衡下需要求解价格。

在经济学中，reduce form简约式因果推断对外生性有很高的要求。而 structure from结构式就能刻画
互为因果的情景，提供一种参考。

图 5.2: ISLM重新理解供给冲击
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5.2 确定性模型：（Stochastic Model）

在5.2中，假设发生了供给冲击。例如小岛上突然今年当期果树的产量暴增。
从消费平滑的效用最大化角度考虑：当期禀赋 500，未来禀赋 50。为了平滑消费，当期拥有很多禀赋

的个体会尝试把增多的这些禀赋交换出去（注意，不存在直接储蓄的手段），在未来重新收获回报。但是

当期大家的禀赋都增多了，因此利率就下降了。

再从公式上理解：1 + 𝑟𝑡 = 1
𝛽
𝑌𝑡+1
𝑌𝑡
。此时的供给冲击代表当期的产出大于未来产出的预期，也可以说对

于未来的预期相对悲观，因此利率下降。

在5.3中，假设发生了需求冲击。例如小岛上突然今年当期果树的产量暴跌，或者预期未来果树的产
量会爆涨。

消费平滑的效用最大化角度考虑：当期禀赋 50，未来禀赋 500。为了平滑消费，当期拥有很多禀赋的
个体会尝试把增多的这些禀赋交换进来（注意，不存在直接储蓄的手段），在未来用禀赋进行偿还。但是

当期大家的禀赋都不多，因此利率就上升了。

再从公式上理解：1 + 𝑟𝑡 = 1
𝛽
𝑌𝑡+1
𝑌𝑡
。此时的需求冲击代表当期的产出小于未来产出的预期，也可以说对

于未来的预期相对乐观，因此利率上升。

图 5.3: ISLM重新理解需求冲击

这个均衡故事基于家庭想要平滑消费的理性决策出发，当当期禀赋很多时，家庭都想要储蓄，利率就

下降；未来禀赋很多时，家庭就想要借钱，利率就上升。实际利率就反应了当期的资源相对的丰富程度。

这也就是一开始对应的图4.2,每个个体先在跨期层面决定（消费平滑）给定利率价格，刻画行为；然
后当期市场需要出清，利率发生变化，使得市场出清。

5.2 确定性模型：（Stochastic Model）
不确定性模型就是引入了未来不确定性的发展，此时消费者面面临的约束如下：

当期约束：

𝐶𝑡 + 𝐵𝑡 ≤ 𝑌𝑡

未来约束，有可能性 1和可能性 2：

𝐶𝑡+1 (1) ≤ 𝑌𝑡+1 (1) + (1 + 𝑟𝑡 )𝐵𝑡 , 𝐶𝑡+1 (2) ≤ 𝑌𝑡+1 (2) + (1 + 𝑟𝑡 )𝐵𝑡

例如可能未来是好的 𝑌𝑡+1 (1)，也可能是坏的 𝑌𝑡+1 (2)。
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5.2 确定性模型：（Stochastic Model）

因此，效用考虑的是概率期望效用（冯·诺依曼–摩根斯坦期望效）：

𝑈 = 𝑢(𝐶𝑡 ) + 𝑝𝛽𝑢(𝐶𝑡+1 (1)) + (1 − 𝑝)𝛽𝑢(𝐶𝑡+1 (2)) = 𝑢(𝐶𝑡 ) + 𝛽𝐸𝑡𝑢(𝐶𝑡+1)

对这个式子使用拉格朗日求解，就可以得到一阶条件：

当期边际效用影子价格5

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝜆𝑡

各个可能性未来的影子价格，由于是未来可能性，因此要乘以发生的概率。

𝜆𝑡+1 (1) = 𝑝𝑢′ (𝐶𝑡+1 (1))

𝜆𝑡+1 (2) = (1 − 𝑝)𝑢′ (𝐶𝑡+1 (2))

未来消费影子价格的期望值：

𝜆𝑡 = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 ) (𝜆𝑡+1 (1) + 𝜆𝑡+1 (2))

代入展开其实就可以得到：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 ) [𝑝𝑢′ (𝐶𝑡+1 (1)) + (1 − 𝑝)𝑢′ (𝐶𝑡+1 (2))]

因此就回到了欧拉公式：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽(1 + 𝑟𝑡 )𝐸𝑡𝑢′ (𝐶𝑡+1)

和之前一样，可以在利率、债券价格中进行转化：

𝑞𝑡 =
1

1 + 𝑟𝑡
= 𝐸𝑡

(
𝛽𝑢′ (𝐶𝑡+1)
𝑢′ (𝐶𝑡 )

)
债券的价格 𝑞𝑡

6等于预期随机贴现因子 𝐸𝑡 (充满不确定性的未来)。
接下来进行具体的的比较：

同样在 log效用下,𝑌𝑡 = 1, 𝐸 (𝑌𝑡+1) = 1 ,如果是确定性的模型，可以得到：

1 + 𝑟𝑡 =
1
𝛽

𝑌𝑡+1

𝑌𝑡
=

1
𝛽

如果是不确定性的模型：𝑌𝑡+1 (1) = 1.5, 𝑌𝑡+1 (2) = 0.5,发生概率均为 0.5，可以得到：

1 + 𝑟𝑡 =
1
𝛽

1/𝑌𝑡
𝐸𝑡 [1/𝑌𝑡+1]

=
1
𝛽

(
1
2

1
1.5

+ 1
2

1
0.5

)−1

解得：

1 + 𝑟𝑡 =
3
4

1
𝛽

5一元消费带来的效用

6为什么债券价格等于 1
1+𝑟𝑡 :因为无风险市场下，1 + 𝑟𝑡 = 明天拿到的钱今天付出的钱

，为了使得这个式子顺便联系起来贴现，把明天的价格标准化为

1，即可得到。
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5.3 无限期模型（Infinite Horizon Problem）

虽然概率期望都是 1，相较于确定性的模型，利率结果却变小了，本质原因是因为效用函数为凸函数，
因此 𝐸

[ 1
𝑌

]
> 1
𝐸 [𝑌 ]。

还是从消费平滑的角度看，由于面对不确定性，当期人们都想要将自己的禀赋交换出去，在未来收

获，因此市场上供给的交换的禀赋很多，因此利率就下降了。

这个模型的启发是：

预防性储蓄不确定性提高了预期边际效用，因此家庭希望储蓄更多。在部分均衡中，较高的不确定性

会增加期望储蓄。在养老经济中，总储蓄无法增加。因此，均衡实际利率必然下降。

5.3 无限期模型（Infinite Horizon Problem）
无限期模型就是因为无穷个时期，每个时期有一个效用贴现因子：

max
𝐶𝑡+ 𝑗 ,𝐵𝑡+ 𝑗

𝐸𝑡

∞∑
𝑗=0

𝛽 𝑗𝑢(𝐶𝑡+ 𝑗 )

对应的，每个时期 j都有一个约束式

𝐶𝑡+ 𝑗 + 𝐵𝑡+ 𝑗 ≤ 𝑌𝑡+ 𝑗 + (1 + 𝑟𝑡+ 𝑗−1)𝐵𝑡+ 𝑗−1

5.3.1 拉格朗日求解

拉格朗日求解的过程是理解一阶条件的过程。

使用拉格朗日求解7

L = 𝐸𝑡

∞∑
𝑗=0

𝛽 𝑗
[
𝑢(𝐶𝑡+ 𝑗 ) + 𝜆𝑡+ 𝑗

(
𝑌𝑡+ 𝑗 + (1 + 𝑟𝑡+ 𝑗−1)𝐵𝑡+ 𝑗−1 − 𝐶𝑡+ 𝑗 − 𝐵𝑡+ 𝑗

) ]
对每期消费求导，可以得到每期消费的一阶条件，也是每期消费的影子价格：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝜆𝑡

对于债券，由于债券会同时出现在两期当中，当期（−𝜆𝑡+ 𝑗𝐵𝑡+ 𝑗）和下一期（𝜆𝑡+ 𝑗+1 (1 + 𝑟𝑡+ 𝑗 )𝐵𝑡+ 𝑗），整
理可得：

𝜆𝑡 = 𝛽𝐸𝑡 [𝜆𝑡+1 (1 + 𝑟𝑡 )]

代入 𝜆𝑡 = 𝑢′ (𝐶𝑡 ), 𝜆𝑡+1 = 𝑢′ (𝐶𝑡+1)即可得到欧拉公式：

1 = 𝐸𝑡

(
𝛽𝑢′ (𝐶𝑡+1)
𝑢′ (𝐶𝑡 )

(1 + 𝑟𝑡 )
)

由于这个式子只是一阶条件的结果，还需要增加约束，还有终止条件（terminal condition）

lim
𝑇→∞

𝐸𝑡 𝛽
𝑇𝜆𝑡+𝑇𝐵𝑡+𝑇 = 0.

不能靠无限借新还旧，依靠旁氏骗局在无限的假设下持续，也就是未来的债务价值带来的效用，贴现

到现在会趋于 0。

7由于模型的良好性质，不存在角点解，因此一定满足等式，kkt退化成拉格朗日
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5.3 无限期模型（Infinite Horizon Problem）

5.3.2 动态递归求解

接下来使用动态规划的方法求解——该模型此时是一个递归情况，1期经济状态演化到 2期，然后不
断演化。这部分将新古典增长模型章节进一步仔细展开。

此时核心函数是生命周期下的最优化，表现形式是当期效用的最大化和未来效用的贴现。当期的选

择变量是消费 C；状态变量产出 Y和债券 B。

𝑉 (𝑌, 𝐵) = max
𝐶,𝐵′

𝑢(𝐶) + 𝛽𝐸𝑉 (𝑌 ′, 𝐵′)

此时面临的当期约束为：

𝐶 + 𝐵′ ⩽ 𝑌 + (1 + 𝑟)𝐵

其中 𝐵′ 代表当期购买，在下一期带来回报的债券，对应的,(1 + 𝑟)𝐵代表上一期购买了，在当期带来
回报的债券。由于无角点解，这个式子可以直接变成等式，代入到目标函数，可以得到：

𝑉 (𝑌, 𝐵) = max
𝐵′

𝑢(𝑌 + (1 + 𝑟)𝐵 − 𝐵′) + 𝛽𝐸𝑉 (𝑌 ′, 𝐵′)

对于一阶条件，

首先对 𝐵′ 求导，可以得到

𝑢′ (𝑌 + (1 + 𝑟)𝐵 − 𝐵′) = 𝛽𝐸 𝜕𝑉 (𝑌
′, 𝐵′)

𝜕𝐵′

由于 𝐵′ 为最优状态变量，因此使用包络条件，其实过程也就是对目标方程用 B求导，其中 𝐶 = 𝑌 +
(1 + 𝑟)𝐵 − 𝐵′，因此 𝜕𝐶

𝜕𝐵 = (1 + 𝑟) − 𝜕𝐵′

𝜕𝐵

𝜕𝑉

𝜕𝐵
= 𝑢′ (𝐶) · 𝜕𝐶

𝜕𝐵
+ 𝛽𝐸

[
𝑉𝐵 (𝑌 ′, 𝐵′) · 𝜕𝐵

′

𝜕𝐵

]
𝜕𝑉 (𝑌, 𝐵)
𝜕𝐵

= (1 + 𝑟)𝑢′ (𝐶) +
[
−𝑢′ (𝐶) + 𝛽𝐸 𝜕𝑉 (𝑌

′, 𝐵′)
𝜕𝐵′

]
︸                             ︷︷                             ︸

=0 by FOC

𝜕𝐵′

𝜕𝐵

最终得到

𝜕𝑉 (𝑌, 𝐵)
𝜕𝐵

= (1 + 𝑟)𝑢′ (𝐶)

这个结果继续往前移动，可以得到以下结果：

𝜕𝑉 (𝑌 ′, 𝐵′)
𝜕𝐵′ = (1 + 𝑟)𝑢′ (𝐶′)

此时带回

𝑢′ (𝐶) = 𝑢′ (𝑌 + (1 + 𝑟)𝐵 − 𝐵′) = 𝛽𝐸 𝜕𝑉 (𝑌
′, 𝐵′)

𝜕𝐵′

就得到了欧拉公式

𝑢′ (𝐶) = 𝛽(1 + 𝑟)𝐸𝑢′ (𝐶′)
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第六章 新古典经济增长模型（Neoclassical Growth Model）

由于前面已经在连续模型部分介绍过模型的存在性、稳定性，此处主要是介绍模型的差分形式与数

值求解。

关于章节之间的逻辑：

在第二部分中，先介绍了消费-储蓄两期模型，此时只有交换，没有储蓄。
引入储蓄，并变为无限期后，就变成了新古典经济增长模型。

在这个基础上进一步内生化劳动力市场，就变成了基础的 RBC模型。
关于经济增长和经济波动的研究对象：

受制于模型的复杂性，经济波动和经济增长一般分开研究，但是要合在一起刻画其实也可以，只是会

很复杂。增长重点关注技术进步，而波动会引入劳动市场，分析波动。在经济周期中重要的是就业。就业

分析又包含集约边际 extensive劳动力和广延边际 intensive人均劳动时长。

6.1 新古典增长模型
代表性家庭

时间为无穷期

人口增长无弹性 𝑁𝑡 = (1 + 𝑛)𝑡𝑁0

家庭才能够消费中获得效用，未来效用贴现为 𝛽，0 < 𝛽 < 1
代表性企业从家庭中获得子恩、劳动进行生产，而企业又归家庭所有

生产函数为

𝑌𝑡 = 𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑍𝑡𝑁𝑡 )

其中 A代表的是中性 (neutral)生产力，具有波动性；Z代表的是技术进步带来的线性趋势 𝑍𝑡 = (1 +
𝑧)𝑡𝑍0。

如果具体使用道格拉斯生产函数，形式就变为：

𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑍𝑡𝑁𝑡 ) = 𝐾𝛼𝑡 (𝑍𝑡𝑁𝑡 )1−𝛼, 0 < 𝛼 < 1

在消费-交换模型中，没有直接的储蓄，因此 𝑌𝑡 = 𝐶𝑡，在新古典增长模型中，有了储蓄，因此消费者

此时在消费和投资间做选择1。

𝑌𝑡 = 𝐶𝑡 + 𝐼𝑡

资本积累方程有：

𝐾𝑡+1 = 𝐼𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡 , 0 < 𝛿 < 1

具体使用生产函数，为

1solow模型储蓄率外甥给定，因此没有显性地表示利率，solow模型没有回答为什么人们要储蓄。不过因为有生产函数，利率可以看
作通过生产端间接推出 𝑟 = 𝑀𝑃𝐾 − 𝛿,也就是资本的边际产出



6.1 新古典增长模型

𝐾𝑡+1 = 𝐴𝑡𝐾
𝛼
𝑡 (𝑍𝑡𝑁𝑡 )1−𝛼 − 𝐶𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡

此时优化问题如下：

max
{𝐶𝑡 ,𝐾𝑡+1 }∞𝑡=0

E0

∞∑
𝑡=0

𝛽𝑡𝑢(𝐶𝑡 )

约束：

𝐾𝑡+1 = 𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑍𝑡𝑁𝑡 ) − 𝐶𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡

在几个变量当中，内生变量为 K，外生变量为 A和 Z。
标准的弹性设定为：

𝑢(𝐶𝑡 ) =
𝐶1−𝜎
𝑡 − 1
1 − 𝜎

因为其良好的数学性质：一个既能描述风险厌恶，又能控制跨期替代的统一效用函数族，

lim
𝜎→1

𝐶1−𝜎
𝑡 − 1
1 − 𝜎 = ln𝐶𝑡

6.1.1 中央计划经济

得到拉格朗日式子：

L = E0

∞∑
𝑡=0

𝛽𝑡
[
𝐶1−𝜎
𝑡 − 1
1 − 𝜎 + 𝜆𝑡

(
𝐴𝑡𝐾

𝛼
𝑡 (𝑍𝑡𝑁𝑡 )1−𝛼 − 𝐶𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡 − 𝐾𝑡+1

)]
注[一阶条件的理解]在宏观真正的研究中，拉格朗日并非方便的求解方法，在特殊的约束、函数形式下才
便于求解。这里介绍拉格朗日是为了大家理解方程一阶条件的意义。

一阶条件可得：

𝜕L
𝜕𝐶𝑡

= 0 ⇒ 𝐶−𝜎
𝑡 = 𝜆𝑡

含义：影子价格。由于约束为产品市场，也就是消费一单位产品带来的效用。此时一单位商品价格就

是一元。由于瓦尔拉斯法则，这样简化模型也没有问题。

𝜕L
𝜕𝐾𝑡+1

= 0 ⇒ 𝜆𝑡 = 𝛽E𝑡𝜆𝑡+1
[
𝛼𝐴𝑡+1𝐾

𝛼−1
𝑡+1 (𝑍𝑡+1𝑁𝑡+1)1−𝛼 + (1 − 𝛿)

]
含义：欧拉方程，代入 𝐶−𝜎

𝑡 = 𝜆𝑡 可得 𝐶−𝜎
𝑡 = 𝛽E𝑡

[
𝐶−𝜎
𝑡+1

(
𝛼𝐴𝑡+1𝐾

𝛼−1
𝑡+1 (𝑍𝑡+1𝑁𝑡+1)1−𝛼 + 1 − 𝛿

)]
，也就是

今天少消费一单位，把它变成资本，带来的未来收益（折现后）必须等于今天消费的效用损失。

影子价格都起着转化器的作用，链接效用、价格约束。这里价格就是计算资本回报率得到的利率。

𝜕L
𝜕𝜆𝑡

= 0 ⇒ 𝐾𝑡+1 = 𝐴𝑡𝐾
𝛼
𝑡 (𝑍𝑡𝑁𝑡 )1−𝛼 − 𝐶𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡

含义：约束条件，基本积累方程。由于 𝑌 = 𝐶 + 𝐼，此时选择了消费，也就选择了储蓄。
代入消元，也就是继续在欧拉方程中分析：

51



6.1 新古典增长模型

𝐶−𝜎
𝑡 = 𝛽E𝑡𝐶

−𝜎
𝑡+1

[
𝛼𝐴𝑡+1𝐾

𝛼−1
𝑡+1 (𝑍𝑡+1𝑁𝑡+1)1−𝛼 + (1 − 𝛿)

]
此时依旧需要二阶条件，保证不存在过度储蓄的情况。最终剩余资本的贴现效用为 0。

lim
𝑇→∞

𝛽𝑇𝜆𝑇𝐾𝑇+1 = 0

注[理解一阶条件]此时 𝐾𝑇+1不同，收敛路径也不同。

然后进行人均标准化：

𝑐𝑡 ≡
𝐶𝑡
𝑍𝑡𝑁𝑡

, 𝑦𝑡 ≡
𝑌𝑡
𝑍𝑡𝑁𝑡

, 𝑘𝑡 ≡
𝐾𝑡
𝑍𝑡𝑁𝑡

注[理解为什么要人均化]为了使得经济平稳化。例如，人均增长率不变，但是人口总量在增加，技术在进
步，GDP一定会增长，也就是趋于发散。标准化就是把人口增长、技术进步这些增长趋势给控制住。经
济波动研究的是经济增长趋势附近的波动。

令 𝛾 ≡ (1 + 𝑧)(1 + 𝑛) = 𝑍𝑡+1𝑁𝑡+1
𝑍𝑡𝑁𝑡

得到：

𝐶−𝜎
𝑡 = (𝑍𝑡𝑁𝑡 )−𝜎𝑐−𝜎𝑡 , 𝐶−𝜎

𝑡+1 = (𝑍𝑡+1𝑁𝑡+1)−𝜎𝑐−𝜎𝑡+1

式子也就变成了

𝑐−𝜎𝑡 = 𝛽𝛾−𝜎E𝑡𝑐
−𝜎
𝑡+1

[
𝛼𝐴𝑡+1𝑘

𝛼−1
𝑡+1 + (1 − 𝛿)

]
资本积累方程变成

𝛾𝑘𝑡+1 = 𝐴𝑡 𝑘
𝛼
𝑡 − 𝑐𝑡 + (1 − 𝛿)𝑘𝑡

最终，solow模型写成差分形式，为

𝑐−𝜎𝑡 = 𝛽𝛾−𝜎E𝑡𝑐
−𝜎
𝑡+1

[
𝛼𝐴𝑡+1𝑘

𝛼−1
𝑡+1 + (1 − 𝛿)

]
𝛾𝑘𝑡+1 = 𝐴𝑡 𝑘

𝛼
𝑡 − 𝑐𝑡 + (1 − 𝛿)𝑘𝑡 .

这个动力系统选择 𝑐𝑡，给定 𝑘𝑡，使得系统满足最优、可性、终止条件。

最终使用拉格朗日，可以得到欧拉方程，和前面一样。

接下来继续使用动态规划的方法求解模型：

由于此时经济模型，选择消费，剩余储蓄，进入下一期，选择消费，剩余储蓄，进入下一期...循环往
复，就是一个递归结构。

不妨看作𝑈 = 𝑢(𝑐0) + 𝛽𝑢 (𝐶1) + 𝛽2𝑢(𝐶2) + 𝛽3𝑢(𝐶3) + · · · =
∑∞
𝑡=0 𝛽

𝑡𝑢(𝐶𝑡 )
接下来打开效用函数：𝑈 =

∑∞
𝑡=0 𝛽

𝑡 (𝑍𝑡𝑁𝑡 )1−𝜎 · 𝑐
1−𝜎
𝑡

1−𝜎
同时有：(𝑍𝑡𝑁𝑡 )1−𝜎 = (𝑍0𝑁0)1−𝜎 · 𝛾𝑡 (1−𝜎)

代入可得，𝑈 =
∑∞
𝑡=0 𝛽

𝑡𝛾𝑡 (1−𝜎) · 𝑐
1−𝜎
𝑡

1−𝜎
此时关键的状态变量，一个是资本 K，一个是外生冲击 A
再进一步简化，看作今天和明天，也就是把无限期简化为两期。
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6.1 新古典增长模型

𝑉 (𝐴, 𝑘) = max
𝑐,𝑘′

{
𝑐1−𝜎

1 − 𝜎 + 𝛽𝛾1−𝜎E𝑉 (𝐴′, 𝑘 ′)
}

此时有约束 𝛾𝑘 ′ = 𝐴𝑘𝛼 − 𝑐 + (1 − 𝛿)𝑘
可以替换 c：𝑐 = 𝐴𝑘𝛼 + (1 − 𝛿)𝑘 − 𝛾𝑘 ′。这也是为什么递归方程可以写为 A和 k的泛函函数的原因。
最终得到：

𝑉 (𝐴, 𝑘) = max
𝑘′

{
(𝐴𝑘𝛼 + (1 − 𝛿)𝑘 − 𝛾𝑘 ′)1−𝜎

1 − 𝜎 + 𝛽𝛾1−𝜎E𝑉 (𝐴′, 𝑘 ′)
}

首先对 𝑘 ′ 求偏导，一阶条件可以得到：

𝑐−𝜎 = 𝛽𝛾−𝜎E𝑉𝑘 (𝐴′, 𝑘 ′)

接下来对 k求导，后面部分使用包络定理为 0，因此只剩下

𝑉𝑘 (𝐴, 𝑘) = 𝑢′ (𝑐) ·
𝜕𝑐

𝜕𝑘

此时有：

𝜕𝑐

𝜕𝑘
= 𝛼𝐴𝑘𝛼−1 + (1 − 𝛿)

带回可得：

𝑉𝑘 (𝐴, 𝑘) = 𝑐−𝜎
[
𝛼𝐴𝑘𝛼−1 + (1 − 𝛿)

]
这个式子由于是无限期 t的式子，自然可以看作：

𝑉𝑘 (𝐴′, 𝑘 ′) = (𝑐′)−𝜎
(
𝛼𝐴′ (𝑘 ′)𝛼−1 + (1 − 𝛿)

)
代入

𝑐−𝜎 = 𝛽𝛾−𝜎E𝑉𝑘 (𝐴′, 𝑘 ′)

即可得到欧拉方程：

𝑐−𝜎𝑡 = 𝛽𝛾−𝜎E𝑡𝑐
−𝜎
𝑡+1

[
𝛼𝐴𝑡+1𝑘

𝛼−1
𝑡+1 + (1 − 𝛿)

]
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第七章 RBC：The Real Business Cycle Model

7.1 引入
在 RBC中，方程有 n个，未知数有 n个，参数有 m个。
m作为参数表现为锚定事实。往往需要校准（calibration）参数的地方就是 m参数部分，校准使得符

合现实情况。同时 n+m作为一个整体存在取舍。
典型的实际经济周期模型是增加了可变劳动力供给的新古典增长模型。

该模型研究生产率冲击如何影响消费、劳动力、投资、资本积累和价格

基线模型中唯一的外源冲击是生产率 𝐴𝑡

该注释从趋势增长中剥离出来，因此所有波动都围绕固定的非随机稳定状态。

中心逻辑：生产力冲击会影响劳动力需求和预期回报。家庭通过消费、劳动力供应和储蓄做出反应；

然后资本随着时间的推移逐渐调整。

7.2 分散经济
在分散经济中，

家庭拥有企业，但所有权和管理权是不同的。

公司拥有股本，家庭拥有资本并租给公司，这两个结构是等效的。没有摩擦的情况下，两种结构拥

有相同的分配。

企业选择资本，代表家庭选择消费 𝐶𝑡 ,工作时间 𝑁𝑡 和债券投资 𝐵𝑡+1：

max
𝐶𝑡 ,𝑁𝑡 ,𝐵𝑡+1

E0

∞∑
𝑡=0

𝛽𝑡 [𝑢(𝐶𝑡 ) + 𝑣(1 − 𝑁𝑡 )]

对于家庭来说，带来效用的是闲暇 1 − 𝑁𝑡。此时约束如下：

𝐶𝑡 + 𝐵𝑡+1 ≤ 𝑤𝑡𝑁𝑡 + Π𝑡 + (1 + 𝑟𝑡−1)𝐵𝑡

𝑟𝑡−1为债券回报率。在这个模型中，没有金融摩擦的情况下，储蓄和债券利率相等。

其中 𝐵代表储蓄，大于 0为储蓄，小于 0为借贷。
在 t期时，有的是状态变量 𝐵𝑡 存量和选择变量 𝐶𝑡 (流量), 𝑁𝑡 , 𝐵𝑡+1。

在一般均衡的视角中，这个求解就是给定价格 {𝑤𝑡 , 𝑟𝑡−1}+∞𝑡 的情况下,先求解消费者选择 {𝐶𝑡 , 𝑁𝑡 , 𝐵𝑡+1}+∞𝑡 。
而价格又能正好使得价格出清。这个一般均衡要使得消费者终生效用最大化。

接下来使用拉格朗日求解：

L = E0

∞∑
𝑡=0

𝛽𝑡 [𝑢(𝐶𝑡 ) + 𝑣(1 − 𝑁𝑡 ) + 𝜆𝑡 (𝑤𝑡𝑁𝑡 + Π𝑡 + (1 + 𝑟𝑡−1)𝐵𝑡 − 𝐶𝑡 − 𝐵𝑡+1)]

对消费：

𝜕L
𝜕𝐶𝑡

: 𝑢′ (𝐶𝑡 ) − 𝜆𝑡 = 0 ⇒ 𝜆𝑡 = 𝑢
′ ((𝐶𝑡 )

影子价格 =消费的边际效用
对闲暇：



7.2 分散经济

𝜕L
𝜕𝑁𝑡

: −𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) + 𝜆𝑡𝑤𝑡 = 0 ⇒ 𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) = 𝜆𝑡𝑤𝑡

这个式子的含义就是工资效用与闲暇效用的权衡。闲暇的边际效用 =工资 ×消费（工资获得消费预
算）的边际效用

对债券：

𝜕L
𝜕𝐵𝑡+1

: −𝜆𝑡 + 𝛽E𝑡 [𝜆𝑡+1 (1 + 𝑟𝑡 )] = 0 ⇒ 𝜆𝑡 = 𝛽E𝑡 [𝜆𝑡+1 (1 + 𝑟𝑡 )]

最终上面可以总结为两个约束

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽E𝑡 [𝑢′ (𝐶𝑡+1)(1 + 𝑟𝑡 )]

𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) = 𝑢′ (𝐶𝑡 )𝑤𝑡

公司使用家庭随机贴现因子来贴现现金流量（不确定性，资产定价得到贴现水平）：

Λ0,𝑡 = 𝛽
𝑡 𝑢

′ (𝐶𝑡 )
𝑢′ (𝐶0)

企业的贴现因子包含主观贴现因子 𝛽𝑡 和初始期、当期的边际消费效用。结构与家庭推导出的贴现因

子类似。原因在于企业归家庭所有，企业的偏好取决于股东的偏好，而股东就是家庭成员。因此在当前经

济模型中，企业资产定价的偏好和家庭资产定价的偏好是一致的。

在企业拥有资本的情况下，则企业决策：

max
𝑁𝑡 ,𝐾𝑡+1 ,𝐷𝑡+1

E0

∞∑
𝑡=0

Λ0,𝑡 [𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ) − 𝑤𝑡𝑁𝑡 − 𝐾𝑡+1 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡 + 𝐷𝑡+1 − (1 + 𝑟𝑡−1)𝐷𝑡 ]

在一般均衡的视角中，这个求解就是给定价格 {𝑤𝑡 , 𝑟𝑡−1}+∞𝑡 的情况下,先求企业选择 {𝑁𝑡 , 𝐷𝑡+1, 𝑘𝑡+1}+∞𝑡 。
而价格又能正好使得价格出清。这个一般均衡要使得企业向未来看的贴现总利润最大化。

结合家庭和企业的一般均衡视角，可以发现整个经济体的循环：在给定价格 {𝑤𝑡 , 𝑟𝑡−1}+∞𝑡 的情况下，
家庭求解 {𝐶𝑡 , 𝑁𝑡 , 𝐵𝑡+1}+∞𝑡 ,也就是劳动要素供给，商品需求；企业求解 {𝑁𝑡 , 𝐷𝑡+1, 𝑘𝑡+1}+∞𝑡 ,也就是劳动资本
要素需求。

其中 𝐷 为债券。

对闲暇 𝑁 求导可得：

𝐴𝑡𝐹𝑁 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ) = 𝑤𝑡

对资本 𝐾 求导可得：

1 = E𝑡Λ𝑡 ,𝑡+1 [𝐴𝑡+1𝐹𝐾 (𝐾𝑡+1, 𝑁𝑡+1) + 1 − 𝛿]

生产过程存在随机波动：

ln 𝐴𝑡 = 𝜌 ln 𝐴𝑡−1 + 𝑠𝐴𝜀𝑡 , 𝜀𝑡 ∼ 𝑁 (0, 1)

此时均衡需要：

家庭和企业最优化

55



7.3 中央计划经济

横截终止条件

劳动力市场均衡

债券市场出清

为什么没有直接说商品供给与商品需求的均衡？因为市场上存在要素市场、商品市场，根据瓦尔拉斯

定理，n个市场，n-1个出清，第 n个市场也就自动出清了。体现在数学中，就是商品市场被隐含在了方
程约束当中：

𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ) = 𝐶𝑡 + 𝐼𝑡

对债券 𝐷 求导可得：

1 = E𝑡Λ𝑡 ,𝑡+1 (1 + 𝑟𝑡 )

这与家庭债券欧拉方程所暗示的条件相同。

企业发行的债务数额是不确定的。

债股组合并不影响实际配置。

这是无摩擦 RBC环境中的Modigliani-Miller逻辑。
代入债券一阶条件和资本一阶条件，无风险利率与资本的预期边际产量密切相关：

1 + 𝑟𝑡 =
E𝑡

[
Λ𝑡 ,𝑡+1 (𝐴𝑡+1𝐹𝐾 + 1 − 𝛿)

]
E𝑡 [Λ𝑡 ,𝑡+1]

前面是企业有资本的情况，以下是家庭有资本的情况：

如果家庭拥有资本，则家庭预算约束为

𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1 − (1 − 𝛿)𝐾𝑡 + 𝐵𝑡+1 − 𝐵𝑡 = 𝑤𝑡𝑁𝑡 + 𝑅𝑘𝑡 𝐾𝑡 + 𝑟𝑡−1𝐵𝑡 + Π𝑡

此时，𝑟𝑡 代表无风险债券的利率，因此源于家庭持有债券 𝐵𝑡 的欧拉方程；𝑅
𝐾
𝑡 代表资本租金率，代表

企业租借资本后在当期应该支付给资本所有者的租金。

资本的欧拉方程变为：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽E𝑡𝑢′ (𝐶𝑡+1) (𝑅𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿)

这个式子和家庭端拥有资本的公式 1 + 𝑟𝑡 =
E𝑡 [Λ𝑡,𝑡+1 (𝐴𝑡+1𝐹𝐾+1−𝛿 )]

E𝑡 [Λ𝑡,𝑡+1 ] 可以相互转换。

企业租用劳动力和资本，因此，

𝐴𝑡𝐹𝑁 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ) = 𝑤𝑡 , 𝑅𝑘𝑡 + 1 − 𝛿 = 1 + 𝑟𝑡 = 1 + 𝑀𝑃𝑘 − 𝛿

由于市场无摩擦，因此债券回报率和资本回报率相同，不然就会套利直到相同为止。

如果企业拥有资本，资本选择就是企业的决定。

如果家庭拥有资本，资本积累就是家庭的决定，而企业每个时期都会租用资本。

这两种设置意味着相同的欧拉方程、劳动条件和资源约束。

由于家庭拥有企业，因此在这个无摩擦基准中，两种所有权结构是等效的。
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7.3 中央计划经济

max
𝐶𝑡 ,𝑁𝑡 ,𝐾𝑡+1

E0

∞∑
𝑡=0

𝛽𝑡 [𝑢(𝐶𝑡 ) + 𝑣(1 − 𝑁𝑡 )]

约束为：

𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1 − (1 − 𝛿)𝐾𝑡 ≤ 𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 )

可以直接通过拉格朗日得到一样的一阶条件：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽E𝑡𝑢′ (𝐶𝑡+1) [𝐴𝑡+1𝐹𝐾 (𝐾𝑡+1, 𝑁𝑡+1) + 1 − 𝛿]

𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) = 𝑢′ (𝐶𝑡 )𝐴𝑡𝐹𝑁 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 )

标准化后，可以得到一样的结果：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽E𝑡𝑢′ (𝐶𝑡+1) [𝐴𝑡+1𝐹𝐾 (𝐾𝑡+1, 𝑁𝑡+1) + 1 − 𝛿]

𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) = 𝑢′ (𝐶𝑡 )𝐴𝑡𝐹𝑁 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 )

𝐶𝑡 + 𝐾𝑡+1 − (1 − 𝛿)𝐾𝑡 = 𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 )

7.4 一阶条件的理解
分散经济可以转化为以下几个方程：

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽E𝑡
[
𝑢′ (𝐶𝑡+1)

(
𝑅𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿

)]
, (1) 𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) = 𝑢′ (𝐶𝑡 )𝑤𝑡 , (2) 𝐾𝑡+1 = 𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ) − 𝐶𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾𝑡 , (3)

ln 𝐴𝑡 = 𝜌 ln 𝐴𝑡−1 + 𝑠𝐴𝜀𝑡 , (4) 𝑌𝑡 = 𝐴𝑡𝐹 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ), (5) 𝑌𝑡 = 𝐶𝑡 + 𝐼𝑡 , (6)

𝑢′ (𝐶𝑡 ) = 𝛽E𝑡 [𝑢′ (𝐶𝑡+1) (1 + 𝑟𝑡 )] , (7) 𝑤𝑡 = 𝐴𝑡𝐹𝑁 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ), (8) 𝑅𝑘𝑡 = 𝐴𝑡𝐹𝐾 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 ). (9)
但是实际上只有（1）-（4）方程是必须的，其他方程都可以舍去。
（5）其实就是 𝑌𝑡 的组成形式，已经包含进了（3）之中，其实本质关系就是 𝑌 = 𝐹 (𝐾, 𝑁)。
（6）已经包含在了（2）之中，因为 𝐼𝑡 = 𝐾𝑡+1 − (1 − 𝛿)𝐾𝑡，代入（2）即可得到（6）
（7）为债券的欧拉方程，在无套利的金融市场中，债券和储蓄利率相同，因此（7）和（1）包含的
信息是一致的。

（8）已包含在了（2）式子之中；（9）已包含在了（1）式子之中；
接下来给出更为具体的函数形式：

偏好函数形式

𝑢(𝐶𝑡 ) = ln𝐶𝑡 , 𝑣(1 − 𝑁𝑡 ) = 𝜃 ln(1 − 𝑁𝑡 )

其中 𝜃 影响了闲暇带来的效用，𝜃 越小，闲暇的效用就越低，人就越想工作。
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生产函数形式

𝑌𝑡 = 𝐴𝑡𝐾
𝛼
𝑡 𝑁

1−𝛼
𝑡

非随机的稳态条件

𝐴 = 1, 𝐾𝑡+1 = 𝐾𝑡 = 𝐾, 𝐶𝑡+1 = 𝐶𝑡 = 𝐶

将前面的函数形式（并且稳态时 𝐶𝑡 = 𝐶𝑡+1 = 𝐶）首先代入欧拉方程，可以得到：

1 = 𝛽(𝑅𝑘 + 1 − 𝛿) ⇒ 𝑅𝑘 =
1
𝛽
− (1 − 𝛿)

因此稳态时的利息可以表示为：

𝑟 =
1
𝛽
− 1, 𝑅𝑘 = 𝑟 + 𝛿

同时资本需求通过资本边际回报率得到 𝑀𝑃𝑘 = 𝑅𝑘 = 𝛼
(
𝐾
𝑁

)𝛼−1

因此得到了

𝐾

𝑁
=

(
𝛼

1
𝛽 − (1 − 𝛿)

) 1
1−𝛼

再把具体的函数形式代入 𝑤𝑡 = 𝐴𝑡𝐹𝑁 (𝐾𝑡 , 𝑁𝑡 )，即可得到 𝑤 = (1 − 𝛼)
(
𝐾
𝑁

)𝛼
。

资本积累方程收敛可得 𝐾𝑡+1 = 𝐾𝑡 = 𝐾，也就是 𝐼 = 𝛿𝐾，再代入𝑌 = 𝐶 + 𝐼，即可得到 𝐾𝛼𝑁1−𝛼 = 𝐶 + 𝛿𝐾，
平均化之后便可得到

𝐾𝛼𝑁1−𝛼

𝑁
=
𝐶

𝑁
+ 𝛿 𝐾

𝑁

劳动力供给式子 𝑣′ (1 − 𝑁𝑡 ) = 𝑢′ (𝐶𝑡 )𝑤𝑡 在代入函数形式后有

𝜃
1

1 − 𝑁 =
1
𝐶
(1 − 𝛼)

(
𝐾

𝑁

)𝛼
此时有两个方程，N,C,K三个变量，可以消元 C（因为前面我们表示对是 𝐾

𝑁 ,因此这里选择保留 K,N）：

𝑁 =

[
1 + 𝜃 (𝐾/𝑁)

𝛼 − 𝛿(𝐾/𝑁)
(1 − 𝛼)(𝐾/𝑁)𝛼

]−1

此时对于欧拉方程

1 = 𝛽E𝑡

[
𝐶𝑡
𝐶𝑡+1

(𝑅𝑘𝑡+1 + 1 − 𝛿)
]

需要进行一阶线性化，一阶线性化可以有很多形式，例如取对数求导，含义就是变化率 𝜕𝑙𝑛𝑥
𝜕𝑡 = Δ𝑥

𝑥𝑡
。也

可以使用泰勒展开 𝑙𝑛𝑥 = 𝑥 − 1 + 𝛿。也可以取全微分进行线性化（加法形式，全微分更适合）。
在上面的式子中，由于 𝑅 已经是利率百分比形式了，可以表示成稳态利率 *偏离率的形式再一阶线

性化，最终就得到了：

E𝑡𝐶𝑡+1 = 𝐶𝑡 + 𝛽𝑅𝑘E𝑡𝑅𝑘𝑡+1

带波浪线的含义就是变化值。

对于乘积形式的式子，对数求导线性化是最方便的，例如先对劳动供给式子 𝜃 1
1−𝑁 = 1

𝐶 (1 − 𝛼)
(
𝐾
𝑁

)𝛼
求对数，得到：

ln 𝜃 − ln(1 − 𝑁𝑡 ) = − ln𝐶𝑡 + ln𝑤𝑡
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求导得到的变化率式子关系为：
𝑁

1 − 𝑁 𝑁̃𝑡 = −𝐶̃𝑡 + 𝑤̃𝑡

此时定义 𝛾 ≡ 𝑁
1−𝑁

1，就得到了

𝛾𝑁𝑡 = −𝐶𝑡 + 𝑤𝑡

其他式子类似的对数线性化：

（8）：𝑤̃𝑡 = 𝐴̃𝑡 + 𝛼𝐾̃𝑡 − 𝛼𝑁̃𝑡
（9）：𝑅𝑘𝑡 = 𝐴𝑡 − (1 − 𝛼)𝐾𝑡 + (1 − 𝛼)𝑁𝑡
（5）：𝑌𝑡 = 𝐴̃𝑡 + 𝛼𝐾̃𝑡 + (1 − 𝛼)𝑁̃𝑡
（6）：对于 𝑌 = 𝐶 + 𝐼，先进行全微分 𝑑𝑌 = 𝑑𝐶 + 𝑑𝐼,然后除以 Y得到 𝑑𝑌

𝑌 = 𝑑𝐶
𝑌 + 𝑑𝐼

𝑌 ，然后可以进一步

变形 𝑑𝑌
𝑌 = 𝐶

𝑌
𝑑𝐶
𝐶 + 𝐼

𝑌
𝑑𝐼
𝐼

（2）：𝐾̃𝑡+1 = 𝛿𝐼𝑡 + (1 − 𝛿)𝐾̃𝑡
(7):E𝑡𝐶𝑡+1 = 𝐶𝑡 + 𝑟̃𝑡

7.5 校准 calibration
函数形式和上一章节使用一样的函数形式。

此时有一些参数可以提前给定，基于现实数据进入方程设定：

表 7.1: Baseline Calibration

Parameter Value Target / Interpretation

𝛼 1/3 capital share; labor share near 2/3
𝛽 0.99 average real risk-free rate
𝛿 0.02 investment-output ratio near 22.5%
𝑁 0.33 one-third of time endowment spent working
𝜃 ≈ 1.7 chosen to match steady-state labor 𝑁
𝜌𝐴 0.979 persistence of detrended TFP
𝑠𝐴 0.009 standard deviation of TFP innovation

以往的数据结果表明。劳动产出份额比大概是三分之一左右，因此 𝛼为三分之一。

𝛽 = 1
1+𝑟，而长期均衡利率大概为百分之一，因此可以计算出 𝛽大概 0.99

𝑟 + 𝛿 = 𝑀𝑃𝑘 ,因此咋就大概在 0.2左右。由于宏观模型需要预测，模拟经济波动，因此时间序列往往
是季度的波动，因此使用季度的折旧。大概也就是 0.2左右。
8小时工作制度，一天二十四小时，因此 N为三分之一。

前面资本回报率可以得到 𝐾
𝑁 =

(
𝛼

1
𝛽 −(1−𝛿 )

) 1
1−𝛼
，因此可以进一步推导 𝜃 = 1−𝑁

𝑁
(1−𝛼) (𝐾/𝑁 )𝛼

(𝐾/𝑁 )𝛼−𝛿 (𝐾/𝑁 ) ≈ 1.7。

同时前面的一系列人均变量都用了 𝐾
𝑁 表示，可以进一步推出标准化的其他变量。

综上，整个 DSGE的流程就是：
第一步，构建经济模型，分析一阶条件。例如章节重点的就是欧拉方程与劳动力供给，和资源约束

房产。

第二步，描述稳态的状态，然后进行 calibration：𝐻 (𝐾,𝐶, 𝑁,参数) = 02

第三步，市场出清时，稳态附近对数线性化，此时数值求解变成了 𝐻 (𝐾,𝐶, 𝑁,给定参数) = 03

1经济意义就是工作时间：闲暇时间

2参数和选择变量之间存在 trade off
3第三步是在稳态周围展开分析，因此研究只能研究经济波动
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7.5 校准 calibration

最终八个线性方程，最重要的其实就是四个线性方程，可以写为矩阵形式：

©­­­«
𝐶𝑡+1

𝐾𝑡+1

𝐴𝑡+1

ª®®®¬ = 𝑀
©­­­«
𝐶𝑡

𝐾𝑡

𝐴𝑡

ª®®®¬

欧拉方程

资本积累方程

技术冲击过程

求解这个矩阵，有两个稳定根对应两个状态变量 𝐾, 𝐴和一个不稳定根对应状态变量 𝐶。

稳定根代表 |𝜆 | < 1,因此偏离稳态后会继续收敛到稳态；对应的，不稳定的根绝对值大于 1，则会趋
于发散。

例如，给出矩阵 (
𝐾̃𝑡+1

𝐶̃𝑡+1

)
=

(
0.9 −0.2
0 1.1

) (
𝐾̃𝑡

𝐶̃𝑡

)
𝑀 =

(
0.9 −0.2
0 1.1

)
.

三角矩阵可以直接求得特征根 𝜆1 = 0.9, 𝜆2 = 1.1
当系统只沿着稳定根运动，此时有 𝑥𝑡 = 0.9𝑡𝑥0，长期偏离率就会趋于 0；对应的，沿着不稳定根运动

就会发散。

在理性选择的分析框架下，此刻，资本已经给定，我们能选择的是消费，因此需要一个较好的消费水

平让经济体继续趋于稳态。

在矩阵中，对于每个特征根，可以求出特征向量，例如此处此处两个特征根的特征矩阵分别表示为 𝑣1

和 𝑣2,那么这个系统的一般解可以写为：

𝑋𝑡 = 𝑎(0.9)𝑡
(
1
0

)
+ 𝑏(1.1)𝑡

(
1
−1

)
此时当 b=0时，就有鞍点稳定的路径。
例如在前面的模型中，此时：

𝑀 =


0.9782 −0.0120 0.0496
−0.1432 1.0344 0.1632

0 0 0.9790


也就是有特征根 𝜆1 = 0.9562, 𝜆2 = 0.9790, 𝜆3 = 1.0563
此时需要的路径就是：

𝐶𝑡 = 0.5458𝐾𝑡 + 0.5105𝐴𝑡

因为这样能消除掉使得解发散的那条路径：也就是通过选择变量 C来消除不稳定方向。而我们可以
根据给定的资本、劳动来选择当下的 C。[

𝐾𝑡+1

𝐴𝑡+1

]
=

[
0.9562 0.0901

0 0.9790

] [
𝐾𝑡

𝐴𝑡

]
+

[
0
𝑠𝐴

]
𝜀𝑡+1

例如此时给定一个正向东 TFP冲击：

𝜀0 = 1, 𝐴0 = 𝑠𝐴 = 0.009
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7.5 校准 calibration

此时得到一开始的稳态和后面的变化

𝑌0 ≈ 1.26%, 𝐶0 ≈ 0.46%, 𝑙̃0 ≈ 4.05%, 𝑁0 ≈ 0.53%, 𝑤0 ≈ 0.72%, 𝐾0 = 0.

图 7.1: dsgeDSGE例子变化

图 7.2: DSGE例子变化 2

接下来，不断地使用生成随机冲击，然后生成模拟数据，然后得到了经济周期的相关表：

这个简单模型的优点：

模拟了经济波动

模拟了波动的相对幅度大小：𝜎1 > 𝜎𝑌 > 𝜎𝐶，也符合典型事实：投资对生产率的反应比消费更强烈
4

模拟了产出、消费、投资、工作时间、全要素生产率的顺周期性

持续的内生变量模拟

这个简单模型的缺点：

相对于产出，工时的波动性还不够大。

模型中的实际利率过于顺周期性。

劳动生产率和实际工资的顺周期性太强。

在模型中，实际工资和平均劳动生产率完全一致，因此它们的矩是相同的。

一次冲击基准在变量之间产生了太多的联动。

图片7.3使用 matlab进行了简单模拟：

4直觉上，消费被家庭约束平滑了
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7.5 校准 calibration

表 7.2: Business Cycle Statistics from the Calibrated RBC Model

Variable Std. Dev. Relative Std. Dev. Corr. with 𝑌𝑡 Autocorr.

Output (𝑌𝑡 ) 0.0164 1.0000 1.0000 0.7230
Consumption (𝐶𝑡 ) 0.0063 0.3839 0.9549 0.7708
Investment (𝐼𝑡 ) 0.0533 3.2514 0.9924 0.7148
Hours (𝑁𝑡 ) 0.0070 0.4291 0.9842 0.7136
Labor Productivity (𝑌𝑡/𝑁𝑡 ) 0.0096 0.5827 0.9915 0.7394
Wage (𝑤𝑡 ) 0.0096 0.5827 0.9915 0.7394
Real Interest Rate (𝑟𝑡 ) 0.0005 0.0282 0.9715 0.7141
TFP (𝐴𝑡 ) 0.0117 0.7147 0.9993 0.7197

1 %% RBC model from scratch
2 clear; clc; close all;
3

4 %% 1. Calibration
5 alpha = 1/3;
6 beta = 0.99;
7 delta = 0.02;
8 N_ss = 0.33;
9 rhoA = 0.979;

10 sA = 0.009;
11

12 %% 2. Steady state
13

14 Rk_ss = 1/beta - (1 - delta);
15 r_ss = 1/beta - 1;
16

17 K_over_N = (alpha / Rk_ss)^(1/(1-alpha));
18

19 Y_over_N = K_over_N^alpha;
20 I_over_N = delta * K_over_N;
21 C_over_N = Y_over_N - I_over_N;
22

23 K_ss = K_over_N * N_ss;
24 Y_ss = Y_over_N * N_ss;
25 I_ss = I_over_N * N_ss;
26 C_ss = C_over_N * N_ss;
27

28 w_ss = (1-alpha) * K_over_N^alpha;
29

30 theta = ((1-N_ss)/N_ss) ...
31 * ((1-alpha)*K_over_N^alpha) ...
32 / (K_over_N^alpha - delta*K_over_N);
33

34 fprintf('Steady state:\n');
35 fprintf('Rk = %.4f\n', Rk_ss);
36 fprintf('r = %.4f\n', r_ss);
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37 fprintf('K/N = %.4f\n', K_over_N);
38 fprintf('Y/N = %.4f\n', Y_over_N);
39 fprintf('C/Y = %.4f\n', C_ss/Y_ss);
40 fprintf('I/Y = %.4f\n', I_ss/Y_ss);
41 fprintf('theta = %.4f\n\n', theta);
42

43 %% 3. Linearized RBC system
44 % State vector before solving:
45 % X_t = [C_tilde, K_tilde, A_tilde]'
46

47 M = [ 0.9782 -0.0120 0.0496;
48 -0.1432 1.0344 0.1632;
49 0 0 0.9790 ];
50

51 eigvals = eig(M);
52

53 fprintf('Eigenvalues of full system:\n');
54 disp(eigvals);
55

56 %% 4. Policy function from non-explosion condition
57 % C_tilde = gK K_tilde + gA A_tilde
58

59 gK = 0.5458;
60 gA = 0.5105;
61

62 %% 5. Reduced stable system
63 % State vector:
64 % S_t = [K_tilde, A_tilde]'
65

66 P = [0.9562 0.0901;
67 0 0.9790];
68

69 Q = [0;
70 sA];
71

72 %% 6. Simulate artificial economy
73

74 T = 10000;
75 burn = 1000;
76

77 S = zeros(2,T+1);
78 epsA = randn(T,1);
79

80 for t = 1:T
81 S(:,t+1) = P*S(:,t) + Q*epsA(t);
82 end
83

84 K_tilde = S(1,burn+1:end)';
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85 A_tilde = S(2,burn+1:end)';
86

87 C_tilde = gK*K_tilde + gA*A_tilde;
88

89 %% 7. Recover other variables
90

91 gamma = N_ss/(1-N_ss);
92

93 % Labor market:
94 % labor demand: w = A + alpha K - alpha N
95 % labor supply: gamma N = -C + w
96 %
97 % substitute w:
98 % gamma N = -C + A + alpha K - alpha N
99 % (gamma + alpha)N = -C + A + alpha K

100

101 N_tilde = (-C_tilde + A_tilde + alpha*K_tilde) / (gamma + alpha);
102

103 Y_tilde = A_tilde + alpha*K_tilde + (1-alpha)*N_tilde;
104

105 w_tilde = A_tilde + alpha*K_tilde - alpha*N_tilde;
106

107 Rk_tilde = A_tilde ...
108 - (1-alpha)*K_tilde ...
109 + (1-alpha)*N_tilde;
110

111 % Resource constraint:
112 % Y = (C/Y)C + (I/Y)I
113 % I = (Y - (C/Y)C)/(I/Y)
114

115 cy = C_ss/Y_ss;
116 iy = I_ss/Y_ss;
117

118 I_tilde = (Y_tilde - cy*C_tilde) / iy;
119

120 % Bond Euler:
121 % E C_{t+1} = C_t + r_t
122 % In simulation, approximate real rate with capital return movement:
123 r_tilde = beta * Rk_ss * Rk_tilde;
124

125 %% 8. Compute business cycle moments
126

127 series_names = {
128 'Output'
129 'Consumption'
130 'Investment'
131 'Hours'
132 'Avg. Labor Productivity'
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133 'Wage'
134 'Real Rate'
135 'TFP'
136 };
137

138 data = [
139 Y_tilde, ...
140 C_tilde, ...
141 I_tilde, ...
142 N_tilde, ...
143 Y_tilde - N_tilde, ...
144 w_tilde, ...
145 r_tilde, ...
146 A_tilde
147 ];
148

149 std_dev = std(data)';
150 rel_std = std_dev / std_dev(1);
151

152 corr_y = zeros(size(std_dev));
153 autocorr = zeros(size(std_dev));
154

155 for i = 1:size(data,2)
156 corr_y(i) = corr(data(:,i), data(:,1));
157 autocorr(i) = corr(data(2:end,i), data(1:end-1,i));
158 end
159

160 results = table(series_names, std_dev, rel_std, corr_y, autocorr, ...
161 'VariableNames', {'Series','StdDev','RelStdDev','CorrWithY','Autocorr'});
162

163 disp(results);
164

165 %% 9. Plot impulse response to one TFP shock
166

167 T_irf = 40;
168 S_irf = zeros(2,T_irf+1);
169

170 % one standard deviation TFP shock at t=1
171 S_irf(:,2) = Q * 1;
172

173 for t = 2:T_irf
174 S_irf(:,t+1) = P*S_irf(:,t);
175 end
176

177 K_irf = S_irf(1,:)';
178 A_irf = S_irf(2,:)';
179 C_irf = gK*K_irf + gA*A_irf;
180 N_irf = (-C_irf + A_irf + alpha*K_irf) / (gamma + alpha);
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181 Y_irf = A_irf + alpha*K_irf + (1-alpha)*N_irf;
182 I_irf = (Y_irf - cy*C_irf) / iy;
183

184 figure;
185 plot(0:T_irf, [Y_irf, C_irf, I_irf, N_irf, A_irf], 'LineWidth', 1.5);
186 legend('Y','C','I','N','A');
187 xlabel('quarters');
188 ylabel('log deviation');
189 title('Impulse Responses to TFP Shock');
190 grid on;

图 7.3: DSGEmatlab模拟结果
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第八章 下一章

可参考高级宏观经济学笔记 (Romer版)

https://zhuanlan.zhihu.com/p/613416303
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