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前言

人们总是在试图进行最优化

——Daron Acemoglu

经济学家依赖模型洞察世界，招致批评的地方是使用复杂的模型描述简单的事实。事实上，简单的事

实从来缺乏可信、统一的语言。清晰简明的模型是为了统一范式而不是单纯的炫技。清晰地表达实际上非

常困难。呼吸是非常自然的事情，但是呼吸背后的生命科学是百年科学的探索之旅，如果没有在足够抽象

的高度概括呼吸这一行为，也就没有了后续更高深的生命科学发现。

模型是思维的工具，我们在符合现实的直觉中去建立模型，最终摆脱对于直觉的直观上的依赖发现

不同寻常的地方。博弈论可以只是石头剪刀布那样简单的策略游戏，但在博弈论发展中，顺序、信息的重

要性在后续发展中被一一揭示。可能 100年以前人们会说战争最重要的是武力；50年前的人们会说是策
略；现在的人们则会说是信息情报。

现有的经济学基于最优化的思维进行数学建模，但行为经济学发现了人的“理性有限”，因此比起经

济学就是资源最优化配置的学科，当代经济学家更认同 Daron Acemoglu在他的《微观经济学》中前言提
到的——人们总是在试图最优化。这意味着人们最优化总受到当前分析工具、认知、环境的限制。

请牢记，微观经济学要建立的是数学表达和经济现象的配对而非炫技，从最优化出发进行建模其实

蕴含了种种人性假设。倘若没有数学表达，这些假设势必被当做理所因当进而约束了学科的想象力。



第一章 数理基础

1.1 线性代数

1.1.1 二次型函数与矩阵

一个 n变量的函数 q被称为二次型函数,若这个函数有如下表达式:

𝑞(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) = 𝑎11𝑥
2
1 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 + · · · + 2𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛

+ 𝑎22𝑥
2
2 + 2𝑎23𝑥2𝑥3 + · · · + 2𝑎2𝑛𝑥2𝑥𝑛

...

+ 𝑎𝑛𝑛𝑥2
𝑛.

𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑖，则可以写为：

𝑞(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) = 𝑎11𝑥
2
1 + 𝑎12𝑥1𝑥2 + · · · + 𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛

+ 𝑎12𝑥2𝑥1 + 𝑎22𝑥
2
2 + · · · + 𝑎2𝑛𝑥2𝑥𝑛

...

+ 𝑎𝑛1𝑥𝑛𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥𝑛𝑥2 + · · · + 𝑎𝑛𝑛𝑥2
𝑛

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗

= x′𝐴x.

也就得到了二次型矩阵

𝐴 =



𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛

· · · · · · · · · · · ·

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


A是一个 n阶对称方阵。
二次型转化必须满足 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑖，不满足时也可以变形

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖𝑥 𝑗 + 𝑎 𝑗𝑖𝑥 𝑗𝑥𝑖 = (𝑎𝑖 𝑗 + 𝑎 𝑗𝑖)𝑥𝑖𝑥 𝑗

定义 1.1 (二次型矩阵)

♣

对于 n阶对称方阵 A:
若对任意 𝑛维向量 x,都有 𝑥′𝐴𝑥 ≧ 0,称函数 𝑞(𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) = 𝑥′𝐴x或 𝐴为半正定的；

x ≠ 0,𝑥′𝐴x>0,正定；
𝑥′𝐴𝑥 ≤ 0,半负定；
x ≠ 0,x′𝐴𝑥 < 0,负定。

判定矩阵可以通过特征值和行列式进行判定：



1.2 单值函数和性质

命题 1.1 (特征值与矩阵正定)

♠

对于矩阵 A
正定，当且仅当特征值 𝜆𝑖 > 0,∀𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛
负定，当且仅当特征值 𝜆𝑖 < 0,∀𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛
半正定，当且仅当特征值 𝜆𝑖 ≧ 0,∀𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛
半负定，当且仅当特征值 𝜆𝑖 ≦ 0,∀𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛
是非定，若至少有一个特征值是正的，至少有一个特征值是负的。

命题 1.2 (正定矩阵和行列式)

♠

正定和行列式关系

一个 n阶对称矩阵为正定矩阵，充要条件是主子式全部为正。
例如要求 N阶对称矩阵为正定，必须其元素组成的 1阶到 n阶行列式全部大于 0才行。

|𝐴1 | = 𝐴11 > 0;

|𝐴2 | =
�����𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

����� > 0;

. . .

|𝐴𝑛 | =

����������
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛

���������� > 0.

矩阵为负定的充分必要条件是主子式交叉正负。

|𝐴1 | < 0, |𝐴2 | > 0, |𝐴3 | < 0, · · · , (−1)𝑛 |𝐴𝑛 | > 0

1.2 单值函数和性质

1.2.1 微积分

连续（上半、下半）、可导、可微

中值定理、泰勒展开

齐次函数和欧拉定理

隐函数存在定理
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1.2 单值函数和性质

1.2.2 函数的凹凸性

定义 1.2 (凹函数（严格和非严格）)

♣

设 X为凸集,
对于函数 𝑓 : 𝑋 → R,若对任意 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 和任意的 𝑡 ∈ [0, 1],我们有

𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑥′) ≥ 𝑡 𝑓 (𝑥) + (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥′),

则称 𝑓 在 𝑋 上是凹的 (Concave)。
若对所有的 𝑥 ≠ 𝑥′ ∈ 𝑋 和 0 < 𝑡 < 1,有

𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑥′) > 𝑡 𝑓 (𝑥) + (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥′),

则称函数 𝑓 在 𝑋 上是严格凹的 (Strictly Concave)。

命题 1.3 (凹凸函数)

♠

一点性质

线性函数同时是凹和凸（大于等于和小于等于最后变成等于）

凸函数之和为凸函数，凹函数之和为凹函数

凸（凹）加严格凸（凹）为严格凸（凹）

把凹凸和的性质推广，如果 𝑓 : 𝑋 → R凹，等价于对于任意 𝑥𝑖 ∈ 𝑥和 𝑡𝑖 ∈ [0, 1],有

𝑓 (𝑡1𝑥1 + 𝑡2𝑥2 + · · · + 𝑡𝑚𝑥𝑚) ≧ 𝑡1 𝑓 (𝑥1) + · · · + 𝑡𝑚 𝑓 (𝑥𝑚)

对于可微函数来说，往往使用二阶偏导矩阵正定性判断凹凸性。使用海森矩阵来判断。

例题 1.1海森矩阵判断 一个简单例子 考试要考

对于

𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥𝑎1 𝑥
𝑏
2

一阶

𝜕 𝑓

𝜕𝑥1
=

1
𝑥1

𝜕 𝑓

𝜕𝑥2
=

1
𝑥2

二阶

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
1
=

𝜕

𝜕𝑥1

(
1
𝑥1

)
= − 1

𝑥2
1

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
2
=

𝜕

𝜕𝑥2

(
1
𝑥2

)
= − 1

𝑥2
2

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥2

(
1
𝑥1

)
= 0

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑥1
=

𝜕

𝜕𝑥1

(
1
𝑥2

)
= 0

最后得到海森矩阵
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1.3 静态最优化

𝐻 (𝑥1, 𝑥2) = ©­«
𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
1

𝜕2 𝑓
𝜕𝑥1𝜕𝑥2

𝜕2 𝑓
𝜕𝑥2𝜕𝑥1

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
2

ª®¬ = ©­«
− 1
𝑥2

1
0

0 − 1
𝑥2

2

ª®¬
科夫道格拉斯函数就是严格凹的。

1.3 静态最优化

1.3.1 无约束优化

定义 1.3 (局部最优)

♣

定义

若对 x∗ 的某些邻域内所有的 x,都有 𝑓 (𝑥∗) ≧ 𝑓 (𝑥),则称函数在点 𝑥∗处有局部极大值。

若在 𝑥的一些邻域内，对所有的 𝑥 ≠ x̂,总有 𝑓 (𝑥) ≦ 𝑓 (𝑥) ( 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑥)),则称函数在 𝑥处有局部极小

值 (唯一局部极小值)。

同理可以定义全局最优

定义 1.4 (全局最优)

♣

定义

函数定义域内的一切 x,都有 𝑓 (𝑥∗) ≧ 𝑓 (𝑥) ( 𝑓 (𝑥∗) > 𝑓 (𝑥)),则称函数在 x∗有全局 (唯一)最大值；
函数定义域内的一切 x,都有 𝑓 (𝑥∗) ≦ 𝑓 (𝑥) ( 𝑓 (𝑥∗) < 𝑓 (𝑥)),则称函数在 x∗有全局 (唯一)最小值。

一个特殊的对于全局最优的定理

命题 1.4 (威尔斯特拉斯定理)

♠
任意上半 (下半)连续函数在紧集上都有最大值 (最小值),并且其极值的集合是紧集。

实际上在证明竞争市场均衡存在性和博弈均衡解存在性时，往往不但需要证明最优结果存在，还需

要证明最优结果的集合是紧的。

定理 1.1 (内点极值点的一阶必要条件)

♡

设 𝑋 ⊆ R𝑛。
若可微函数 𝑓 (𝑥) 是在内点 𝑥∗ ∈ 𝑋 处达到了一个局部极大值或极小值，则 𝑥∗ 为如下联立方程组的

解：

𝜕 𝑓 (𝑥∗)
𝜕𝑥1

= 0

𝜕 𝑓 (𝑥∗)
𝜕𝑥2

= 0

...

𝜕 𝑓 (𝑥∗)
𝜕𝑥𝑛

= 0
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1.3 静态最优化

定理 1.2 (内点极值点的二阶必要条件)

♡

设 𝑓 (x)在 𝑋 ⊆ R𝑛 上是连续二次可微的。
1. 若在内点 𝑥∗处 𝑓 (𝑥) 达到了一个局部极大值，则 H(𝑥∗) 是负半定的。
2. 若达到了一个局部极小值，则 (𝑥∗)是正半定的。

满足一阶条件的点为驻点。驻点可能是局部最小、局部最大、鞍点1。

−2

0

2 −2 −1
0 1 2

−4

−2

0

2

4

𝑥
𝑦

𝑧
𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2（鞍点）

1.3.2 等式约束

定义 1.5 (等式约束)

♣

等式约束优化问题具有如下形式：

设有定义在 𝑋 ⊆ R𝑛 上的 𝑛元函数 𝑓，并且有 𝑚个约束条件。这里的 𝑚 < 𝑛，其优化问题是：

max
𝑥1 , · · · ,𝑥𝑛

𝑓 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)

s.t.𝑔1 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = 0,

𝑔2 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = 0,

:

𝑔𝑛 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = 0.

等式优化的重要结果为拉格朗日定理，给出了最优化问题的必要条件。

把等式约束写成拉格朗日函数：

L(𝑥, 𝜆) = 𝑓 (𝑥) +
𝑚∑
𝑗=1

𝜆 𝑗𝑔
𝑗 (𝑥)

定理 1.3 (等式约束内点极值一阶必要条件)
条件：

设 𝑓 (𝑥)与 𝑔 𝑗 (𝑥), 𝑗 = 1, · · · , 𝑚,是定义域 𝑋 ⊆ R𝑛 上的连续可微实值函数。
设 𝑥∗是 𝑋 的一个内点，且 𝑥∗是 𝑓 的一个极值点 (最大值或最小值)——在这里 𝑓 受到 𝑔 𝑗 (𝑥∗) = 0的

1例如马鞍、两个驼峰的中间凹陷，从一些剖面看驻点是局部最大，从一些剖面看是局部最小
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1.3 静态最优化

♡

约束，其中 𝑗 = 1, · · · , 𝑚。
若梯度向量 𝐷𝑔 𝑗 (𝑥∗) = 0, 𝑗 = 1, · · · , 𝑚是线性独立的，那么总会存在唯一一个数 𝜆∗𝑗 , 𝑗 = 1, · · · , 𝑚,使
得：

𝜕L(𝑥∗,Λ∗)
𝜕𝑥𝑖

=
𝜕 𝑓 (𝑥∗)
𝜕𝑥𝑖

+
𝑚∑
𝑖=1

𝜆★𝑗
𝜕𝑔 𝑗 (𝑥∗)
𝜕𝑥𝑖

= 0, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛.

命题 1.5 (等式约束内点极值的二阶充分条件)

♠

条件：

设 𝑓 和 𝑔1, · · · , 𝑔𝑚 是二阶连续可微函
数，𝑥∗满足定理1.3.2中的必要条件。令加边海森行列式

|𝐻̄𝑟 | = 𝑑𝑒𝑡

©­­­­­­­­­­­­«

0 · · · 0 𝜕𝑔1

𝜕𝑥1
· · · 𝜕𝑔1

𝜕𝑥𝑟
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · 0 𝜕𝑔𝑚

𝜕𝑥1
· · · 𝜕𝑔𝑚

𝜕𝑥𝑟
𝜕𝑔1

𝜕𝑥1
· · · 𝜕𝑔𝑚

𝜕𝑥1
𝜕2L
𝜕𝑥1𝜕𝑥1

· · · 𝜕2L
𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑟

...
. . .

...
...

. . .
...

𝜕𝑔1

𝜕𝑥𝑟
· · · 𝜕𝑔𝑚

𝜕𝑥𝑟
𝜕2L
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥1

· · · 𝜕2L
𝜕𝑥𝑟𝜕𝑥𝑟

ª®®®®®®®®®®®®¬
, 𝑟 = 𝑚 + 1, 2, · · · , 𝑛

若 (−1)𝑟 − 𝑚 + 1|𝐻̄𝑟 (𝑥∗) | > 0, 𝑟 = 𝑚 + 1, · · · , 𝑛,则 x∗是优化问题的局部极大值
若 |𝐻̄𝑟 (𝑥∗) | < 0, 𝑟 = 𝑚 + 1, · · · , 𝑛,则 𝑥∗是优化问题的局部极小值。

例题 1.2如果只有一个等式约束 如果只有一个等式约束，也就是 m=1时，此时海森行列式为

|𝐻̄ | =

�������������

0 𝑔1 𝑔2 · · · 𝑔𝑛

𝑔1 L11 L12 · · · L1𝑛

𝑔2 L21 L22 · · · L2𝑛

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝑔𝑛 L𝑛1 L𝑛2 · · · L𝑛𝑛

�������������
.

一阶条件意味着

𝜆 =
𝑓1
𝑔1

=
𝑓2
𝑔2

= · · · = 𝑓𝑛
𝑔𝑛
.

此时，在满足一阶条件之后，极小值约束条件为

|𝐻̄2 | > 0, |𝐻̄3 | < 0, |𝐻̄4 | > 0, · · · , (−1)𝑛 |𝐻̄𝑛 | > 0.

极大值约束条件为：

|𝐻̄2 | < 0, |𝐻̄3 | < 0, |𝐻̄4 | < 0, · · · , |𝐻̄𝑛 | < 0.
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1.3 静态最优化

1.3.3 不等式约束

定义 1.6 (不等式约束最优化)

♣

形式

max 𝑓 (𝑥)

s.t.𝑔𝑖 (𝑥) ≦ 𝑑𝑖 , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘 .

若对所有使得约束按等式成立的 x,梯度向量 𝐷𝑔1 (𝑥), 𝐷𝑔2 (𝑥), · · · , 𝐷𝑔𝑘 (𝑥)是线性无关的，则称 x满
足约束规格性 (constrained qualification)条件，这里，符号“D”表示偏微分算子。

定理 1.4 (库恩塔克定理)

♡

设 x 为不等式约束最优化问题的解，且它满足约束规格性条件，则存在由库恩–塔克 (K-T) 乘子
(𝜆𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, · · · , 𝑘)组成的集合，使得

𝐷 𝑓 (𝑥) =
𝑘∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝐷𝑔𝑖 (𝑥).

进一步，下面的互补松弛条件成立：

𝜆𝑖 ≥ 0, 对所有的𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘 .
𝜆𝑖 = 0, 若𝑔𝑖 (𝑥) < 𝑑𝑖 .

�
笔记 [库恩塔克定理的理解]注意，这里是库恩塔克定理而不是计算时使用的库恩塔克充分条件。这里主
要是帮助理解：

库恩塔克条件乘子 𝜆限制了非负，拉格朗日则不确定。

互补松弛条件就是充分讨论哪些约束可能是非必要的（或者看作执行的严格程度），如果这个约束其

实非常严格，例如要求大于等于，但实际上只用到了大于的约束，那么乘子为 0。
库恩塔克充分条件使用时总是求 𝑓 (𝑥) 最大值约束，如果求 𝑓 (𝑥) 最小值就使用 − 𝑓 (𝑥)转化求最大值。

定理 1.5 (库恩塔克充分条件)

♡

设 𝑓 是凹函数，𝑔𝑖 , 𝑖 = 1, · · · , 𝑘 是凸函数。若 x满足上述定理给出的库恩塔克一阶条件，则 x是该
约束最优化问题的全局解。

当约束集合（令 𝐶 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑔(𝑥) ≦ 𝑑}）具有凸性时，我们可将上述定理所需的条件减弱。

定理 1.6 (减弱限制的库恩塔克充分条件)

♡

设 𝑓 为拟凹函数，𝐶为凸集 (若 𝑔是拟凸的，则该结果成立)。若 x满足库恩塔克一阶条件，则 x是
约束优化问题的全局解。

例题 1.3库恩塔克条件使用考虑如下问题

max 𝑓 (𝑥)

s.t.𝑔𝑖 (𝑥) ≦ 𝑑𝑖 , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘,

𝑥 ≧ 0.

对应拉格朗日函数为：
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1.3 静态最优化

𝐿 (𝑥, 𝜆) = 𝑓 (𝑥) +
𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙 [𝑑𝑙 − 𝑔𝑙 (𝑥)] +
𝑛∑
𝑖=1

𝜇𝑖𝑥𝑖 ,

其中 𝜇 𝑗 为约束 𝑥 𝑗 非负的拉格朗日乘子。

此时有一阶条件

𝐿 (𝑥, 𝜆)
𝜕𝑥𝑖

=
𝜕 𝑓 (𝑥)
𝜕𝑥𝑖

−
𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙
𝜕𝑔𝑙 (𝑥)
𝜕𝑥𝑖

+ 𝜇𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛.

𝜆𝐿 ≧ 0, 𝑙 = 1, 2, · · · , 𝑘 .

𝜆𝐿 = 0, 若𝑔𝑙 (𝑥) < 𝑑𝑙 .

𝜇𝑖 ≧ 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛.

𝜇𝑖 = 0, 若𝑥𝑖 > 0.

如果最优结果要求 𝑥 𝑗 > 0, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛,
式子可以进一步简化，把 𝑥𝑖 = 0的情况通过乘积形式讨论：

𝐿 (𝑥, 𝜆)
𝜕𝑥𝑖

=
𝜕 𝑓 (𝑥)
𝜕𝑥𝑖

−
𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙
𝜕𝑔𝑙 (𝑥)
𝜕𝑥𝑖

≦ 0

写为矩阵形式

𝐷 𝑓 − 𝜆𝐷𝑔 ≦ 0

𝑥 [𝐷 𝑓 − 𝜆𝐷𝑔] = 0

1.3.4 包络定理

定理 1.7 (包络定理)

♡

考虑以下最大化问题

𝑀 (𝑎) = max
𝑥

𝑓 (𝑥, 𝑎).

最大值函数 𝑀 (𝑎)是参数 𝑎的函数。如果解为 𝑥(𝑎),此时有 𝑀 (𝑎) = 𝑓 (𝑥(𝑎), 𝑎)。
这时候需要关注的是 𝑀 (𝑎) 如何随着参数 𝑎的变化而变化，因此对此分析，得到：

𝑑𝑀 (𝑎)
𝑑𝑎

=
𝜕 𝑓 (𝑥, 𝑎)
𝜕𝑎

|x=x(a) .

也就是说如果 x为最优选择且保持不变，则 𝑀 关于 a的导数就是对 𝑓 求关于 a的偏导数。
最关键的是，分析问题时，我们不用再考虑 𝑥∗ (𝑎)的变化。

证明 [包络定理的证明]证明如下
考虑一般形式的最优化问题

𝑀 (𝑎) = max
𝑥1 ,𝑥2

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑎)

s.t.ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑎) = 0.

得到拉格朗日函数
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1.4 动态最优化

L = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑎) − 𝜆ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑎)

此时有一阶条件

𝜕𝑔

𝜕𝑥1
− 𝜆 𝜕ℎ

𝜕𝑥1
= 0,

𝜕𝑔

𝜕𝑥2
− 𝜆 𝜕ℎ

𝜕𝑥2
= 0,

ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑎) = 0.

一阶条件即确定了最优选择函数 (𝑥1 (𝑎), 𝑥2 (𝑎), 𝑎),它进一步确定了最大值函数：

𝑀 (𝑎) ≡ 𝑔(𝑥1 (𝑎), 𝑥2 (𝑎))

𝑑𝑀 (𝑎)
𝑑𝑎

=
𝜕L(𝑥, 𝑎)
𝜕𝑎

����
𝑥=𝑥 (𝑎)

=
𝜕𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑎)

𝜕𝑎

����
𝑥𝑖=𝑥𝑖 (𝑎)

− 𝜆
𝜕ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑎)

𝜕𝑎

����
𝑥𝑖=𝑥𝑖 (𝑎)

注[对包络定理参数求导的说明]对偏导数进行解释要格外小心：它们是给定最优解 𝑥1和 𝑥2处，𝑔和 ℎ关

于 a的偏导数。关键是最优解 𝑥∗不变的情况。

正因如此，这部分内容属于静态最优化而不是动态最优化。

1.3.5 不动点定理

布劳威尔不动点

角谷不动点

1.4 动态最优化

1.5 微分方程
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第二章 个体决策

2.1 偏好与选择

定义 2.1 (集合与偏好)

♣

集合，可能选择的被选物集合。集合元素满足互斥性，只能选择其中之一。这意味着这些选择只能

选择一样，且包含了所有可能。

{𝑎, 𝑏, 𝑎&𝑏}

集合的关系使用偏好关系 (preference relation)描述：
弱偏好关系：≾≿
强偏好关系：≻≺
无差异关系：∼
强偏好能推出来弱偏好。其中弱偏好指的是 y至少和 x一样好。

𝑥 ≺ 𝑦 ⇒ 𝑥 ≾ 𝑦

强偏好意味着

𝑥 ≻ 𝑦 ⇔ 𝑥 ≿ 𝑦&𝑦 ⪰̸ 𝑥

无差异关系意味着

𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 ≾ 𝑦&𝑥 ≿ 𝑦

�
笔记 [偏好的理解]不能把偏好当成数学的比大小，因为偏好和个体效用相关。

定义 2.2 (偏好)

♣

偏好具备一些性质。

完备性：∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑥,都有 𝑥 ≾ 𝑦或者 𝑦 ≾ 𝑥或者二者都成立。

传递性：∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑥,若有 𝑥 ≾ 𝑦和 𝑦 ≾ 𝑧则能得到 𝑥 ≾ 𝑧。

注意，定义使用的是弱偏好符号而不是强偏好，是因为基于弱偏好才能定义无差异关系；弱偏好定义

才具有完备性。简而言之，弱偏好是基本关系，强偏好和无差异关系是其派生。

完备性：说明个体评估了所有的备选物——选择经过了深思熟虑。

传递性：比较链条不可能形成环状。

完备性和传递性加起来意味着个体比较了所有可能的关系。因此 ≾≿包含了完备性和传递性的假设，
也说明个体是在进行理性选择。

偏好不理性的原因可能来自投票带来的康多塞悖论 (Condorcet paradox)、习惯的改变。�
笔记 [偏好与理性]理性认识的补充

经济学通过偏好、效用强调理性假设，早期行为经济学使用主观期望来刻画非理性行为。例如简单的

资产定价——𝑃 = 𝐸 [𝑀 · 𝑋̃],其中M为随机的概率。𝑃 = 𝐸 [𝑀 · 𝑋̃ |𝑠],其中 s可能是信息传递，通过信息传
递改变偏好和信念。



2.1 偏好与选择

命题 2.1 (偏好的性质)

♠

如果偏好是理性的，则有：

强偏好则 ≺≻非反身 (不能自己和自己比较)，强偏好具有传递性。
相关关系 ∼具有反身性并具有传递性和对称性。
𝑥 ≻ 𝑦 ≿ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≻ 𝑧

证明 [偏好性质证明]-期末不考
第一条：

先证明非反身，使用反证法：

如果强偏好具有反身性，则此时同时有 𝑥 ≾ 𝑥, 𝑥 ⪯̸ 𝑥 ,矛盾。前者是强偏好推弱偏好，后者是强偏好
通过弱偏好表示。

接下来证明传递性：𝑥 ≺ 𝑦, 𝑦 ≺ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≺ 𝑧
𝑥 ≺ 𝑦 ⇒ 𝑥 ≾ 𝑦, 𝑦 ⪰̸ 𝑥

𝑦 ≺ 𝑧 ⇒ 𝑦 ≾ 𝑧, 𝑧 ⪰̸ 𝑦

弱偏好的传递性可以得到 𝑥 ≲ 𝑧

再利用反证法，如果满足 𝑧 ≲ 𝑥，通过传递性可以得到 𝑧 ≲ 𝑦，与 𝑦 ≺ 𝑧定义矛盾。
第二条：

因为自己和自己等价，互相换位再加性质即可证明。

第三条：

先利用强偏好推出弱偏好，得到 𝑥 ≿ 𝑧。再使用反证法假设 𝑧 ≿ 𝑥 成立，可以推出 𝑥 ≲ 𝑦,与 𝑥 ≻ 𝑦 条

件矛盾。

2.1.1 效用

定义 2.3 (效用)

♣

一个效用函数 u是将一个具体的数赋予给 X中的一个元素。按照这些数来对应到选择集合 X中的
元素进行排序。

u:𝑋 −→ 𝑅。这时候用 u表示一个偏好关系。此时如果有 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 且 𝑥 ≿ 𝑦，

则有

𝑥 ≿ 𝑦 ⇒ 𝑢(𝑥) ⩾ 𝑢(𝑦)

�
笔记 [效用函数的理解]

偏好到效用，就是序数到基数大映射过程。

代表偏好函数关系的效用函数并不唯一，任何严格递增的函数 𝑓 (𝑢(𝑥)) 都是个新的效用函数,和 𝑢(𝑥)
代表的偏好关系相同。真正重要的是对备选物的排序,至于绝对数值并不重要。效用函数中不随任何严格
递增转换而改变的性质,称为序数序序数数序数 (ordinal)性质。转换中不能保留的则是基数性质。

某个偏好关系能否用效用函数表示,与理性假设密切相关。

命题 2.2 (理性偏好关系)

♠
只有理性的偏好关系才能使用效用函数表示，换而言之，≿表示必然是完备和传递的。

证明 [偏好理性的完备性和传递性]证明如下
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2.1 偏好与选择

完备性：𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，则要么 𝑢(𝑥) ≥ 𝑢(𝑦)，要么 𝑢(𝑦) ≥ 𝑢(𝑥)。u是表示偏好关系的效用函数，意味着要
么 𝑥 ≾ 𝑦要么 𝑦 ≾ 𝑥。

传递性证明也类似，关键是 u到偏好关系之间的转换。�
笔记 [任何理性偏好都能用效用函数描述吗？]

如果偏好空间有限，则存在效用函数能表达偏好关系。

但是并非任何情况都成立，并非。举例子，可能存在完备且传递，但是不连续因此难以表达的效用函

数。

2.1.2 选择规则

定义 2.4 (选择结构)

♣

选择结构由 (B, 𝐶 (·)) 由两个部分组成。前者是集族，包含了各种可能的被选物。后者是可接受的
备选物。其实就是 (𝐵,𝐶 (𝐵))的集合。C(B)已经是一个互斥性质的选择结果集合。

例题 2.1选择规则 一个选择规则的例子

𝑋 = {𝑥, 𝑦, 𝑧},B = {(𝑥, 𝑦}, {𝑥, 𝑦, 𝑧}}。此时一种可能的选择结构为 (B, 𝐶1 (·))。此时对应的选择规则 𝐶1

为 𝐶1 ({𝑥, 𝑦}) = {𝑥}且𝐶1 ({𝑥, 𝑦, 𝑧}) = {𝑥, 𝑦}。也就是预算为 x，y时消费者会选择 x；预算为 x,y,z时，消费
者会选择 x或者 y。

这种函数形式可以表达显示偏好弱公理（Weak Axiom of Revealed Preference, WARP）1。

定义 2.5 (显示偏好弱定理WARP)

♣

显示偏好弱定理的公理表述。

若对于满足 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵的 𝐵 ∈ B 我们有 𝑥 ∈ 𝐶 (𝐵)，则对于满足 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵′ 和 𝑦 ∈ 𝐶 (𝐵′) 的任何 𝐵′ ∈ B

我们也必有 𝑥 ∈ 𝐶 (𝐵′)。
给定选择结构 (B, 𝐶 (·))，定义显示偏好关系 ≿∗

𝑥 ≿∗ 𝑦读作“x被显示至少与 y一样好”。
显示偏好不必是完备或者传递的。其可比较性需要曾同时出现在选择集合中过。

面对选择集 𝐵1 = {𝑎, 𝑏}，他选择了 𝑎。

面对选择集 𝐵2 = {𝑏, 𝑐}，他选择了 𝑏。

于是我们得到2原因还在于中间使用货币支出表示了效用：

𝑎 ⪰∗ 𝑏, 𝑏 ⪰∗ 𝑐,

但由于 𝑎与 𝑐从未在同一个选择集中出现，故 𝑎与 𝑐是不可直接使用传递性判断的。

例题 2.2判断对比是否满足显示偏好
选择结构判断题目 1： 

𝐶1 ({𝑋,𝑌 }) = {𝑋}

𝐶1 ({𝑋,𝑌, 𝑍}) = {𝑋,𝑌 }

选择结构判断题目 2：

1最早由保罗·萨缪尔森（Paul Samuelson）在其经典著作《经济分析的基础》（Foundations of Economic Analysis）中提出，该书于 1947
年出版。推广到多个商品组合就是GARP（Generalized Axiom of Revealed Preference，广义显示偏好公理）。它考虑多步的间接偏好
关系，防止出现循环偏好。

2显示偏好没有无差异关系，等要到 Afriat (1967)的 GARP框架中才被正式允许。
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2.1 偏好与选择


𝐶2 ({𝑋,𝑌 }) = {𝑋,𝑌 }

𝐶2 ({𝑋,𝑌, 𝑍}) = {𝑋}

第一个满足显示偏好，第二个不满足。直觉上，显示偏好本质上是反应的是消选择的一致性。

第一组就像是，xyz放一起必须舍弃时，舍弃 z保全了 xy；但是如果要在 xy间做选择，最后还是选
了 x，前后层层递进，逻辑一致。

第二组就像是，明明 xyz做选择就直接舍弃了 y和 z，在 xy间做选择时却又选择同时保留了 xy，前
后不一致。

例题 2.3违背显示偏好的例子以下例子违背了显示偏好：
首先对于 𝐶2 ({𝑥, 𝑦, 𝑧}) = {𝑥, 𝑦}，我们可以得到以下显示偏好结论：

𝑦 ≿∗ 𝑥, 𝑥 ≿∗ 𝑦, 𝑥 ≿∗ 𝑧, 𝑦 ≿∗ 𝑧

此时如果有 𝐶2 ({𝑥, 𝑦}) = {𝑥}，x被显示比 y更受偏好。此时选择结构违背了弱公理。
更直观的，可以把 x当做左袜子，y当做右袜子，z是围巾。

例题 2.4显示偏好满足 再额外举一个例子，首先有显示偏好：𝐶𝑖 ({𝑥, 𝑦}) = {𝑥}，意味着显示偏好 𝑥 ≿∗ 𝑦。

接下来假设有一个新的选择结构 𝐶 𝑗 ({𝑥, 𝑦, 𝑧})，在满足显示偏好的情况下, 我们可以预料到结果可能
包含 = 𝑥;= 𝑧;= 𝑥, 𝑧。

2.1.3 偏好关系和选择规则之间的关系

其实就是显示偏好和偏好之间的关系。偏好要求是理性的。

两个问题：

1. 决策者有理性偏好关系，那么其在B中的预算集决策中必然产生满足弱公理的选择结构吗？（从偏

好到显示偏好）

2. 如果某个人预算集族 B 上的选择行为满足弱公理的选择结构描述，那么必然存在能与这些选择相

符合的理性偏好关系吗？（显示偏好到偏好）

命题 2.3 (第一个命题)

♠
假设 ≿是个理性偏好，则其生成的选择结构 (B, 𝐶∗ (·,≿)) 满足弱公理。

证明 [理性偏好一定满足弱公理]证明如下
先任意构造出一个满足显示偏好的选择结构：

在 𝐵 ∈ B中，有 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵和 𝑥 ∈ 𝐶∗ (𝐵,≿)，在这个情况里，体现的偏好为 𝑥 ≿ 𝑦。

接下来需要证明这个显示偏好在任意构造的 𝐵′ ∈ B中也成立。

在任意构造的这个集合中，𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵′。

若显示偏好满足，则有 𝑥 ∈ 𝐶∗ (𝐵′,≿)——这是我们想证明的。
此时，在 𝑦 ∈ 𝐶∗ (𝐵′,≿) 成立的情况下，说明对于 ∀𝑧 ∈ 𝐵′,有此时显示偏好体现出的 𝑦 ≿ 𝑧。

由于 𝑦 ≿ 𝑧和 𝑥 ≿ 𝑦来自理性偏好,所以可以使用传递性 𝑥 ≿ 𝑧。

𝑥 ∈ 𝐶∗ (𝐵′,≿)。
举一个具体的例子就是一开始我们得到了，𝐶 ({𝑥, 𝑦}) = ({𝑥})
然后出现一个新的选择结构 𝐶 ({𝑥, 𝑦, 𝑧1, ..., 𝑧𝑛}) = ({?, 𝑦})。那么?中一定包含 x。�

笔记 [补充]满足显示偏好弱公理（WARP）的偏好不一定就是理性的。例如孔塞多悖论

𝐶 ({𝑋,𝑌 }) = {𝑋} =⇒显示𝑋 ≻𝑅 𝑌
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2.2 消费者选择

𝐶 ({𝑌, 𝑍}) = {𝑌 } =⇒显示𝑌 ≻𝑅 𝑍

𝐶 ({𝑋, 𝑍}) = {𝑍} =⇒显示𝑍 ≻𝑅 𝑋

𝐶 ({𝑋,𝑌, 𝑍}) = {𝑋,𝑌, 𝑍}

实际上其违背了传递性。

命题 2.4 (第二个命题)

♠

如果选择结构 (B, 𝐶 (·)) 满足以下条件：
1、满足弱公理
2、X所有包含三个元素及其三个元素以下的子集都在B之中。

则存在能理性化B的选择规则的理性偏好关系 𝐶 (𝐵) = 𝐶∗ (𝐵,≿)且这样的理性偏好是唯一的。

证明 [满足弱公理和其他限制，能得到理性偏好]证明如下
实际上孔塞多悖论就没有满足第二个条件。

先证明显示偏好是理性的，满足完备性和传递性。

由于三个元素及其三个元素以下的子集都在B之中，例如 {𝑥, 𝑦} ∈ B。必然存在 𝑥 ≿∗ 𝑦或者 𝑦 ≿∗ 𝑥，

完备性成立。

接下来证明传递性。

随意挑选两个元素的子集，假设其满足 𝑥 ≿∗ 𝑦 ,𝑦 ≿∗ 𝑧。此时一定存在 {𝑥, 𝑦, 𝑧} ∈ B。我们想要通过证

明 𝑥 ∈ 𝐶 ({𝑥, 𝑦, 𝑧})来证明传递性。
此时如果是 𝑦 ∈ 𝐶 ({𝑥, 𝑦, 𝑧})，使用显示偏好证明 x属于；如果是 𝑧 ∈ 𝐶 ({𝑥, 𝑦, 𝑧}),那么显示偏好 y也属

于，再得到 x属于。
接下来证明用理性偏好构建的集合等于显示偏好的选择结构 𝐶 (𝐵) = 𝐶∗ (𝐵,≿∗)。
𝑥 ∈ 𝐶 (𝐵), 对于 ∀𝑦 ∈ 𝐵 有 𝑥 ≿∗ 𝑦，也就满足了显示偏好。此时 𝑥 ∈ 𝐶∗ (𝐵,≿∗)。x 的任意性说明了

𝐶 (𝐵) ⊂ 𝐶∗ (𝐵,≿∗)。
然后假设 x来自选择结构 𝑥 ∈ 𝐶∗ (𝐵,≿∗)，显示偏好说明 𝑦 ∈ 𝐵则 𝑥 ≿∗ 𝑦。此时存在集合 𝐵𝑦 ∈ B，满

足 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑦 , 𝑥 ∈ 𝐶 (𝐵𝑦)。也就是 𝐶∗ (𝐵,≿∗) ⊂ 𝐶 (𝐵)。
唯一性，由于其包含了所有两个元素的子集，因此基本固定了。

再次体会一下，理性的思想含义是个体思考了所有可比的情况，而“X所有包含三个元素及其三个元
素以下的子集”就是在直觉上描述了这一点。�
笔记 [显示偏好的理解]理性的偏好空间具有完备性、传递性；显示偏好并没有要求以上性质，显示偏好
体现的是一致性。所以显示偏好的定义才是，对于 𝐵 ∈ B显示出的偏好，应当在 𝐵′ ∈ B也满足。这体现

的就是这个偏好表现的一致性。重点是不要违反以前体现出的选择原则。

2.2 消费者选择

2.2.1 商品

假设商品种类有限，为 L种，使用商品向量和商品束表示

𝑥 =


𝑥1
...

𝑥𝐿


这时候 x被看作商品空间 𝑅𝐿 中的一点。
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2.3 经典需求理论

商品集可能受到约束，例如不可能超过 24小时的闲暇；限制为正整数；为了生存至少需要 n个商品。

2.2.2 价格

对应的有价格货币约束。在市场完备性货普遍性原则下，价格可以使用向量表示：

𝑝 =


𝑝1
...

𝑝𝐿

 ∈ R𝐿

价格没有理由一定要为正，例如污染企业让消费者消费时也伴随着对污染的支付成本。

此时再假设商品价格不受单个消费者的影响，为价格接受假设。单个消费者的需求对价格总需求的

影响很小。

消费者的财富水平为 w,可以得到：

𝑝 · 𝑥 = 𝑝1𝑥1 + · · · + 𝑝𝐿𝑥𝐿 ≤ 𝑤

定义 2.6 (瓦尔拉斯预算集或者叫竞争性预算集)

♣

瓦尔拉斯预算集或说竞争性预算集 𝐵𝑝,𝑤 = {𝑥 ∈ R𝐿+ : 𝑝 · 𝑥 ≤ 𝑤},是由消费者在面对市场价格 𝑝和财

富 1𝜈时的所有可行消费束组成的集合。
给定价格 𝑝和财富 𝑤，消费者的问题就是从 𝐵𝑝,𝑤 中选择一个消费束 𝑥。

。

{𝑥 ∈ R𝐿+ : 𝑝 · 𝑥 = 𝑤}是预算超平面，其确定了预算集的上边界，斜率描述了商品的交换比例
以商品数为 2的情况来看，同一点对应的价格向量和数量向量其实为垂直状态。

𝐵𝑝,𝑤

𝑥1

𝑥2

𝑥

𝑥′

Δ𝑥 = (𝑥′ − 𝑥)

𝑝

(𝑥1 + 𝑝1, 𝑥2 + 𝑝2)

命题 2.5 (瓦尔拉斯集是凸集)

♠

瓦尔拉斯预算集 𝐵𝑝,𝑤 是个凸集：

𝑥 ∈ 𝐵𝑝,𝑤 , 𝑥′ ∈ 𝐵𝑝,𝑤 −→ 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑥′ ∈ 𝐵𝑝,𝑤

证明 [瓦尔拉斯集为凸集]证明如下
首先注意到 𝑥 和 𝑥′ 都是非负的，因此 𝑥′ ∈ R𝐿+ ; 其次，因 𝑝 · 𝑥 ≤ 𝑤 和 𝑝 · 𝑥′ ≤ 𝑤 , 我们有 𝑝 · 𝑥′ =

𝜶(𝑝 · 𝑥) + (1 − 𝜶) (𝑝 · 𝑥′) ≤ 𝑤。
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2.3 经典需求理论

2.3 经典需求理论

2.3.1 偏好与效用

2.3.1.1 偏好的约束

例题 2.5字典序
有一个字典空间 𝑅 ∗ 𝑅,
(𝑥1, 𝑥2) (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑅 ∗ 𝑅属于字典集合。
如果 (𝑥1, 𝑥2) ≿ (𝑦1, 𝑦2)
意味着，要么 𝑥1 > 𝑦1;要么 𝑥1 = 𝑦1, 𝑥2 > 𝑦2。
简而言之，字典序就是 x决定了偏好程度，x相同，再比较 y。
这个偏好是理性的吗？

完备性。

对于任意 𝐴 = (𝑥1, 𝑥2)和 𝐵 = (𝑦1, 𝑦2)，我们比较它们的第一个维度 𝑥1和 𝑦1：

1. 若 𝑥1 > 𝑦1：根据定义，𝐴 ≿ 𝐵成立。

2. 若 𝑦1 > 𝑥1：根据定义，𝐵 ≿ 𝐴成立。

3. 若 𝑥1 = 𝑦1：我们比较第二个维度 𝑥2和 𝑦2：

传递性。

设 𝐴 ≿ 𝐵且 𝐵 ≿ 𝐶，其中 𝐶 = (𝑧1, 𝑧2)。我们需证 𝐴 ≿ 𝐶。

第一步：第一维度

𝐴 ≿ 𝐵 =⇒ 𝑥1 ≥ 𝑦1。

𝐵 ≿ 𝐶 =⇒ 𝑦1 ≥ 𝑧1。

因此，必然有 𝑥1 ≥ 𝑧1。

第二步：𝑥1 = 𝑧1的情况若 𝑥1 = 𝑧1成立，则结合第一步的结论，必有 𝑥1 = 𝑦1 = 𝑧1。

𝐴 ≿ 𝐵且 𝑥1 = 𝑦1 =⇒ 𝑥2 ≥ 𝑦2。

𝐵 ≿ 𝐶 且 𝑦1 = 𝑧1 =⇒ 𝑦2 ≥ 𝑧2。

由实数的传递性，可得 𝑥2 ≥ 𝑧2。

最终结果由于 𝑥1 > 𝑧1 （第一步）或 (𝑥1 = 𝑧1且𝑥2 ≥ 𝑧2) （第二步），根据字典序定义，有 𝐴 ≿ 𝐶。因

此，偏好关系 ≿满足传递性。
但是字典序的上优集不是闭集。例如在二维情况下，𝑈𝑤 (1, 1) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ≽ (1, 1)}（比（1，1）更好

的元素组合图像）。虚线部分并不封闭。

𝑥1

𝑥2

1

1

因此，偏好往往被施加单调性和凸性限制保证消费者需求函数具有良好的性质。
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2.3 经典需求理论

偏好合意性假设就是多多益善，也意味着商品都是消费者喜欢的而不是厌恶的。如果消费者厌恶，也

可以把其转化为“缺乏厌恶品”这种商品。其往往使用单调性描述。

2.3.1.2 单调性

定义 2.7 (单调性)

♣

各类偏好序 ≿的单调性。
1. 强单调性 (strong monotonicity): 若对任意的 𝑥 ⩾ 𝑦 且 𝑥 ≠ 𝑦,有 𝑥 ≻ 𝑦,则称偏好序 ≽是强单调
的。

2. 弱单调性 (weak monotonicity): 若对任意的 𝑥 ≫ 𝑦,有 𝑥 ≽ 𝑦,则称偏好序 ≽是弱单调的。或者
简称单调的。

3. 局部非饱和性 (local non-satiation): 对于 𝑋 上的偏好关系 ≿来说，如果对于任何 𝑥 ∈ 𝑋 和任

何 𝜀 > 0, 都存在 𝑦 ∈ 𝑋 使得 ∥𝑦 − 𝑥∥ ≤ 𝜀 且 𝑦 ≻ 𝑥, 则称该偏好关系是局部非饱和的 (locally
nonsatiated)。

偏好的强单调性是为了反映个体对商品欲望的强烈程度，意味着个体对商品的欲望无穷。

强单调只要有商品数量增加，其他商品数量不减少，则商品组合优于原组合。这意味着意味着每个商

品都不是坏的。

弱单调只要每个商品数量都增加，那么商品组合至少不会弱于原先的组合（因此增加商品数量可能

是和之前的程度持平，但并不能一定体现无穷无尽的欲望）≫符号表示商品集里面每个商品数量都增加。
局部非饱和并不要求商品好坏，但要求无差异形状并非带状或者点状（餍足点）。例如冰淇淋，少了

不够吃，多了拉肚子，有一个最佳的数量。也就是要求无差异区域非常的薄

上优集就是至少比这个集合好的集合组合 {𝑦 ∈ 𝑋 |𝑦 ≿ 𝑥}
同理，下优集为 {𝑦 ∈ 𝑋 |𝑥 ≿ 𝑦}
无差异集为 {𝑦 ∈ 𝑋 |𝑥 ∼ 𝑦}

命题 2.6 (如果单调，则一定局部非饱和)

♠

强单调、单调、局部非饱和关系。

如果强单调，则一定单调。

如果单调，则一定局部非饱和。单调同时要求了商品是好的和局部非饱和。

�
笔记 [直觉上的理解]一些理解。

单调性放松好商品约束（越多越好，或者越多越不好）其实就局部非饱和度的距离，相当于额外多了

一个方向性。

局部非饱和性意味着两件事:1无差异曲线是线而不是带状、点状 2、从单调性无穷无尽对商品的欲望
特点来看，这意味着消费者总是会花光约束。

2.3.1.3 凸性

定义 2.8 (凸性)

♣

凸性。

𝑋 上的偏好关系 ≿是凸的，若对于任何 𝑥 ∈ 𝑋 ,上轮廓集 {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑦 ≿ 𝑥}是凸的：也就是说，若
𝑦 ≿ 𝑥和 𝑧 ≿ 𝑥,则对于任何 𝛼 ∈ [0, 1] 都有 𝛼𝑦 + (1 − 𝛼)𝑧 ≿ 𝑥。

直觉上就是凸集的任意两点连线，线依旧在集合范围内（例如上优和下优集两点连线）。
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2.3 经典需求理论

定义 2.9 (严格凸)

♣

凸性。

𝑋 上的偏好关系 ≿是凸的，若对于任何 𝑥 ∈ 𝑋 ,上轮廓集 {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑦 ≿ 𝑥}是凸的：也就是说，若
𝑦 ≿ 𝑥和 𝑧 ≿ 𝑥,则对于任何 𝛼 ∈ (0, 1)都有 𝛼𝑦 + (1 − 𝛼)𝑧 ≻ 𝑥。

严格凸符号限制为 ≻，范围也变成了 (0, 1)。非严格凸就是边缘可能是直线。

定义 2.10 (位似)

♣

位似。

𝑋 = R𝐿+ 上的偏好关系 ≿是位似的 (homothetic),若所有无差异集都可以通过沿着任何射线等比例地
扩展而联系在一起；也就是说，若 𝑥 ∼ 𝑦则 𝛼𝑥 ∼ 𝛼𝑦,其中 𝛼 ≥ 0是任意的。

例如常见的教材无差异图像，其实就是通过原点射线向外近似等放缩。

𝑥

𝑦

2𝑥

2𝑦

𝑥1

𝑥2

拟线性偏好比较特殊，可以直接横向平移得到。

2.3.1.4 概念补充

接下来引入集合的数学概念

定义 2.11 (连续)

♣

对于一个理性偏好 𝑥𝑚 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑚 ∈ 𝑁。
连续意味着 ∀𝜀 > 0∃𝑀,𝑚 > 𝑀 使得

| |𝑥𝑚 − 𝑥 | | < 𝜀

命题 2.7 (连续与极限)

♠

如果 X连续。且有极限，∀{𝑥𝑚, 𝑦𝑚}∞1 ，此时 𝑥𝑚 ≿ 𝑦𝑚∀𝑛
同时有极限

lim
𝑥→

𝑥𝑛 = 𝑥, lim
𝑥→

𝑥𝑛 = 𝑥

则有推论 𝑥 ≿ 𝑦

例题 2.6不满足连续性的数列
不连续的字典序 (具体图像情况可参考例子2.5)就是例子。
对于字典序 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖。两两比较，优先取决于 x，当 x想等时，再比较 y。
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此时若

𝑥𝑛 = ( 1
𝑛
, 0), 𝑦𝑛 = (0, 1)

虽然基于定义是 𝑥𝑛 ≿ 𝑦𝑛，但是趋于极限时，x为 (0,0),实际上是 𝑦 ≿ 𝑥。

定义 2.12 (开集)

♣

开集使用数学语言描述：

𝑋 ∈ 𝑅𝑛, 𝐴 ∈ 𝑋。此时如果 A为开集，则 ∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝜀 > 0使得，| |𝑥 − 𝑥′ < 𝜀 | |,且 𝑥′ ∈ 𝐴, 𝑥′ ∈ 𝑥

注[定义的转换]闭集可以通过开集的转换得到。开集的补集为闭集。

命题 2.8 (闭集的性质)

♠

重要，经常使用

如果 A是闭集，则有以下性质。
对于 𝑥 ∈ 𝑋，当 𝑥𝑚 −→ 𝑥 ∈ 𝑋。如果有 ∀𝑚𝑥𝑚 ∈ 𝐴。可以得到 𝑥 ∈ 𝐴。

定义 2.13 (有界)

♣
如果集合 A有界，对应着 ∃𝑟 ∈ 𝑅,∀𝑥 ∈ 𝐴, | |𝑋 | | < 𝑟

命题 2.9 (偏好连续的性质)

♠

三个等价的命题

偏好连续

上优集和下优集为闭集

任意收敛序列 𝑥𝑛 ≿ 𝑦𝑛,极限仍满足 𝑥 ≿ 𝑦

命题 2.10 (连续偏好与连续效用函数)

♠

考试要考

若 𝑋 上的偏好关系 ≿是连续的，则存在能代表 ≿的连续的效用函数 𝑢(𝑥)。

证明 [连续偏好和连续效用的转换]证明如下
根据连续性可知，𝑥的上轮廓集和下轮廓集都是闭集。

因此得到 𝐴+ = {𝜶 ∈ R+ : 𝛼𝑒 ≿ 𝑥} 和 𝐴− = {𝜶 ∈ R+ : 𝑥 ≿ 𝛼̄𝑒} 是非空且闭的。（符号表达就是位似
性2.3.1.3）
根据的完备性可知，R+ ⊂ (𝐴+ ∪ 𝐴−)。
因为 𝐴+和 𝐴− 都是非空且闭的，加之 R+是联通的，所以 𝐴+ ∩ 𝐴− ≠ ∅。因此，存在一个实数 𝛼使得

𝛼𝑒 ∼ 𝑥。
根据单调性可知，𝛼1𝑒 ≻ 𝛼2𝑒 意味着 𝛼1 > 𝑎2。因此，最多只有一个实数能满足 𝛼𝑒 ∼ 𝑥。这个实数是

𝛼(𝑥)。
现在证明 𝛼(𝑥)在所有 𝑥上是一个连续函数；也就是想证明，对于任何序列 {𝑥𝑛}∞𝑛=1且 𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛,

有 lim𝑛 → ∞𝛼(𝑥𝑛) = 𝛼(𝑥)。
此时分析 {𝑥𝑛}∞𝑛=1使得 𝑥 = lim𝑛→∞ 𝑥𝑛。此时 {𝛼(𝑥𝑛)}∞𝑛=1一定为收敛序列。因为序列在一个紧集（闭集

+有界）之中，x有界，对应的于 𝛼(𝑥) 也会有界，同时单调，则收敛。
接下来就需要证明 {𝛼(𝑥𝑛)}∞𝑛=1收敛于 𝛼(𝑥)
使用反证法，如果不是收敛于此，则存在一个严格递增的函数 𝑚(∗),使得

{𝛼(𝑥𝑚(𝑛) )}∞𝑛=1 −→ ℵ′ ≠ 𝛼(𝑥)
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。

通过单调性可以得到 𝛼′𝑒 > 𝛼(𝑥)𝑒，取两个点的中点 𝛼̂ = 1
2 [𝛼′ + 𝛼(𝑥)]。由于单调性可以得到 𝛼̂𝑒 >

𝛼 (𝑥) 𝑒。
此时存在 𝑛 > 𝑁̄ 满足 𝛼(𝑥𝑚(𝑛) ) > 𝛼̂。于是得到了

𝑥𝑚(𝑛) ∼𝛼 (𝑥𝑚(𝑛) )𝑒 > 𝛼̂𝑒

偏好的连续性意味着 𝑥 ≥ 𝛼̂𝑒，但是条件有 𝑥 ∼ 𝛼(𝑥)𝑒，矛盾。
同理构造证明 𝛼′ < 𝛼(𝑥)矛盾就完成了全部证明。

2.3.2 效用最大化问题

通过定义商品价格、效用函数，商品购买就变成了一个最大化命题。


max𝑥⩾0 𝑢(𝑥)

s.t. 𝑝 · 𝑥 ⩽ 𝑤

接下来就开始分析最大化问题是否有解。

命题 2.11 (消费者最大化求解)

♠
若 𝑝 ≫ 0且 𝑢(∗) 是连续的，则效用最大化问题有解。

证明 [问题有解的证明思路]思路
满足条件时，预算集 𝐵𝑝,𝑤 = {𝑥∈R𝑙+ : 𝑝 ∗ 𝑥⩽𝑤}为紧集3

类似微积分中，连续可导闭区间函数一定有最大值。

2.3.2.1 瓦尔拉斯需求对应函数

对于效用最大化问题，


max𝑥⩾0 𝑢(𝑥)

s.t. 𝑝 · 𝑥 ⩽ 𝑤

在有解的情况下，相当于给定一组价格和预算约束就有一批商品购买解集，因此可以表示为瓦尔拉

斯 (或普通或市场)需求函数4：

𝑥(𝑝, 𝑤) ∈ R𝐿+

命题 2.12 (瓦尔拉斯需求对应函数的性质)
如果瓦尔拉斯需求函数定义在消费集 𝑋 = R𝐿+ 的局部非饱和偏好关系上 ≿，且可以用连续效用函数
u表示，则对应的瓦尔拉斯需求 𝑥(𝑝, 𝑤) ∈ R𝐿+ 有以下性质：

关于 (𝑝, 𝑤)是零次齐次的：𝑥(𝑎𝑝, 𝑎𝑤) = 𝑥(𝑝, 𝑤)对于任何 𝑝, 𝑤和实数 𝛼 > 0都成立。
瓦尔拉斯法则：𝑝𝑥 = 𝑤对于所有 𝑥 ∈ 𝑥(𝑝, 𝑤) 都成立。
凸性/唯一性：若偏好是凸的，从而 𝑢(*)是拟凹的，则 𝑥(𝑝, 𝑤) 是个凸集。而且，若之为严格

3有界：每个商品购买数量小于等于全部财富除以价格；闭集

4也就是经典的马歇尔需求函数
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♠

凸的，从而 𝑢(∗) 是严格拟凹的，则 𝑥(𝑝, 𝑤)只有唯一一个元素。
简单来说就是 1、等比增加工资和价格，消费者购买组合不变；2、消费者会花光预算；3、解是唯
一的。

证明 [瓦尔拉斯函数性质]证明如下
1、齐次性
⟨𝑥 ∈ R𝐿+ : 𝛼𝑝𝑥 ⩽ 𝛼𝑤⟩ = ⟨𝑥 ∈ R𝐿+ : 𝑝𝑥 ⩽ 𝑤⟩
由于集合范围没有变化，因此求解不变，且这个性质不依赖效用函数的假设。

2、瓦尔拉斯法则
见前文非饱和性的说明笔记2.3.1.2，非饱和性使得消费者会花光预算。
3、凸性和唯一性
假设效用函数 u拟凹且存在两个消费束 x和 𝑥′,𝑥 ≠ 𝑥′ ,且消费束都是 𝑥(𝑝, 𝑤)的元素。
先证明 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑥′ = 𝑥′′ ∈ 𝑥(𝑝, 𝑤),∀𝛼 ∈ [0, 1]
对于两个消费束，有 𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥′) = 𝑢∗。由于效用函数 u拟凹，因此有 𝑢(𝑥′′) ⩾ 𝑢∗。

由于 𝑝𝑥 ⩽ 𝑤𝑝𝑥′ ⩽ 𝑤，可以证明

𝑝𝑥′′ = 𝑝 [𝑎𝑥 + (1 − 𝛼)𝑥′] ⩽ 𝑤

这意味着 𝑥′′ 选择可行且效用比两个消费束更高。

在严格拟凹的情况下，𝑢(𝑥′′) > 𝑢∗对于所有 𝛼 ∈ (0, 1)成立，如果一开始存在任意两个不同的消费束，
会产生矛盾，因此此时解是唯一的。

例题 2.7重点 考试要考

使用库恩塔克条件求解效用最大化问题

形式如下：

max 𝑢 = 𝑥𝛼𝑦1−𝛼

𝑠𝑡.𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑦𝑦 ⩽ 𝑤

𝑥, 𝑦 ⩾ 0

此时先转化一下

max 𝑢 = 𝑥𝛼𝑦1−𝛼 ⇐⇒ max 𝛼𝑙𝑛𝑥 + (1 − 𝛼)𝑙𝑛𝑦

拉格朗日式子为

L = 𝛼𝑙𝑛𝑥 + (1 − 𝛼)𝑙𝑛𝑦 − 𝜆1 (𝑤 − 𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑦𝑦) − 𝜆2𝑥 − 𝜆3𝑦

约束如下
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

一阶条件:
𝜕L
𝜕𝑥 = 𝛼

𝑥 + 𝜆1𝑝𝑥 − 𝜆2 = 0
𝜕L
𝜕𝑦 = 1−𝛼

𝑦 + 𝜆1𝑝𝑦 − 𝜆3 = 0

原始条件（或者看作对 𝜆参数求导的一阶条件）:

𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑦𝑦 ⩽ 𝑤, 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0

𝜆1 ⩾ 0, 𝜆2 ⩾ 0, 𝜆3 ⩾ 0

互补松弛定理:

𝜆1 (𝑤 − 𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑦𝑦) = 0, 𝜆2𝑥 = 0, 𝜆3𝑦 = 0

先考虑 𝑥 = 0, 𝑦 = 0的情况,这时候一阶条件不满足。
因此 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0，此时得到 𝜆2 = 0, 𝜆3 = 0
再考虑吧 𝜆1 = 0, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = 0的情况，一阶条件也不满足。
因此 𝜆1 ≠ 0, 𝜆2 = 0, 𝜆3 = 0
一阶条件简化，得到

𝜕L
𝜕𝑥

=
𝛼

𝑥
+ 𝜆1𝑝𝑥 = 0

𝜕L
𝜕𝑦

=
1 − 𝛼
𝑦

+ 𝜆1𝑝𝑦 = 0

𝜆1 (𝑤 − 𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑦𝑦) = 0

本质上就是退回两个商品组合的马歇尔需求求解 𝑚𝑢𝑥
𝑚𝑢𝑦

=
𝑝𝑦
𝑝𝑥

解得



𝑥 = 𝛼 𝑤
𝑝𝑥

𝑦 = (1 − 𝛼) 𝑤𝑝𝑦
𝜆1 = − 1

𝑤

𝜆2 = 0

𝜆3 = 0

�
笔记 [kkt条件的另外一种写法] KKT条件还有另外一种简化写法：

实际上也可以写成 𝛼𝑙𝑛𝑥 + (1 − 𝛼)𝑙𝑛𝑦 − 𝜆1 (𝑤 − 𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑦𝑦)
这时候对应的 𝜆2 ⩾ 0约束就要变成 𝑥 𝜕L𝜕𝑥 = 0。
同理 𝜆1 (𝑤 − 𝑝𝑥𝑥 − 𝑝𝑦𝑦) = 0本质就是 𝜆1

𝜕L
𝜕𝜆1

= 0
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2.3 经典需求理论



一阶条件:
𝜕L
𝜕𝑥 = 𝛼

𝑥 + 𝜆1𝑝𝑥 = 0
𝜕L
𝜕𝑦 = 1−𝛼

𝑦 + 𝜆1𝑝𝑦 = 0

原始条件（或者看作对 𝜆参数求导的一阶条件）:

𝑝𝑥𝑥 + 𝑝𝑦𝑦 ⩽ 𝑤, 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0

𝜆1 ⩾ 0

互补松弛定理:

𝜆1
𝜕L
𝜕𝜆1

= 0, 𝑥 𝜕L𝜕𝑥 = 0, 𝑦 𝜕L𝜕𝑦 = 0

2.3.2.2 0齐次性和财富价格效应

对于一个最优商品消费空间，在其连续可微的情况下

对财富求导就是财富效应 𝜕𝑥 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑤


⩾ 0正常品

< 0劣质品

𝐷𝑢𝑥 (𝑝, 𝑤) =



𝜕𝑥1 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑤

𝜕𝑥2 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑤
...

𝜕𝑥𝐿 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑤


对价格求导就是价格效应 𝜕𝑥 (𝑝,𝑤)

𝜕𝑝


> 0吉芬品

⩽ 0正常品

𝐷 𝑝𝑥 (𝑝, 𝑤) =


𝜕𝑥1 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑝1

... 𝜕𝑥1 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑝𝐿

. . .
𝜕𝑥𝐿 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑝1

... 𝜕𝑥𝐿 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑝𝐿

 .
L外商品价格保持不变，财富保持不变的情况下，需求曲线随商品 L变动而变动，此时就是提供曲线

（offer curve）。

命题 2.13 (齐次性与价格财富效应)

♠

若瓦尔拉斯需求函数 𝑥(𝑝, 𝑤)为零齐次的（𝑥(𝑝, 𝑤) = 𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)）,那么有

𝐿∑
𝑘=1

𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝𝑘

𝑝𝑘 +
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑤 = 0对于𝑙 = 1, · · · , 𝐿

证明 [齐次性与价格财富效应]在满足 0齐次性的情况下，有 𝑥(𝑝, 𝑤) = 𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)（里面都是向量形式）
𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)对倍数 e求导，可以得到：

𝜕𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)
𝜕𝑒

=
𝜕𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)

𝜕𝑒𝑝

𝜕𝑒𝑝

𝜕𝑒
+ 𝜕𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)

𝜕𝑒𝑤

𝜕𝑒𝑤

𝜕𝑒
= 0

此时让 e=1，化简

𝜕𝑥(𝑒𝑝, 𝑒𝑤)
𝜕𝑒

=
𝜕𝑥(𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝

𝑝 + 𝜕𝑥(𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑤 = 0
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2.3 经典需求理论

p为向量，有很多商品，此时如果有 L种商品：

𝐷 𝑝𝑥 (𝑝, 𝑤) 𝑝 + 𝐷𝑤𝑥 (𝑝, 𝑤) 𝑤 = 0

具体展开为：

𝐿∑
𝑘=1

𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝𝑘

𝑝𝑘 +
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑤 = 0对于𝑙 = 1, · · · , 𝐿

此时再定义弹性：

𝜀𝑙𝑘 (𝑝, 𝑤) =
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝𝑘

𝑝𝑘
𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)

𝜀𝑙𝑤 (𝑝, 𝑤) =
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑤

𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)

式子就可以进一步简化为：

𝐿∑
𝑘=1

𝜀𝑙𝑘 (𝑝, 𝑤) + 𝜀𝑘𝑤 (𝑝, 𝑤) = 0对于𝑙 = 1, · · · , 𝐿

零次齐次对比较静态的寓意:所有商品价格和消费者财富的同比例变化不会引起需求变化。

命题 2.14 (古诺加总)

♠

若瓦尔拉斯需求函数 𝑥(𝑝, 𝑤)满足瓦尔拉斯法则（用完财富 px=w）,则可以把式子变形为：

𝐿∑
𝑙=1

𝑝𝑙
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝𝑘

+ 𝑥𝑘 (𝑝, 𝑤) = 0对于𝑙 = 1, · · · , 𝐿

证明 [古诺加总]证明如下：
直接 px=w对 𝑝𝑘 求导。�

笔记 [想一想]可以思考在为什么选择对 𝑝𝑘 求导，因为价格是外生的，商品选择 x是内生的，对价格求导
能消掉大部分尾巴（

∑𝐿
𝑖=1

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑝𝑘

= 1）。但
∑
𝑥𝑖 对 𝑥𝑘 求导并不能消掉，因为每个商品的决策受到其他商品

价格、消费数量的影响。x内生不能求导，p已经求导了，剩下的还有 w可以求导。
命题2.14得到的就是古诺加总。

命题 2.15 (恩格尔加总)

♠

若瓦尔拉斯需求函数 𝑥(𝑝, 𝑤)满足瓦尔拉斯法则（用完财富 px=w）,则可以把式子变形为：

𝐿∑
𝑙=1

𝑝𝑙
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

= 1

证明 [恩格尔加总]证明如下：
直接 px=w对 w求导。
命题2.15得到的就是恩格尔加总。
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2.3 经典需求理论

2.3.2.3 间接效用函数

效用最大化问题下，可以得到瓦尔拉斯函数 𝑥(𝑝, 𝑤), 将其代入效用函数，就可以得到间接效用函数
𝑣(𝑝, 𝑤)。

命题 2.16 (间接效用函数)

♠

假设定义在消费集 𝑋 = R𝐿+ 上的偏好关系之是局部非饱和的，该偏好关系能用连续的效用函数 𝑢(·
)表示。间接效用函数 𝑣(𝑝, 𝑤)：

1. 是零次齐次的。
2. 关于 𝜔严格递增和关于任何商品 𝑙 的价格 𝑝𝑙 非递增。

3. 拟凸的;也就是说,集合 {(𝑝, 𝑤) : 𝑣(𝑝, 𝑤) ⩽ 𝑣̄}对于任何 𝑣̄都是凸的。

4. 关于 𝑝和 𝑤连续。

证明 [间接效用函数]证明如下
证明略

2.3.3 支出最小化问题

2.3.3.1 对偶性

效用最大化问题简称 UMP(utility max mization problem); 支出最小化问题简称 EMP(expenditure mini
mization problem)


Min
𝑥⩾0

𝑝 · 𝑥

s.t.𝑢(𝑥) ⩾ 𝑢

命题 2.17 (最大化和最小化问题的关系)

♠

假设定义在消费集 𝑋 = R𝐿+ 上的局部非饱和偏好关系之，可用连续效用函数 𝑢(∗)表示；而且价格向
量 𝑝 ≫ 0。那么我们有

1. 若财富 𝑤 > 0时 𝑥∗是 UMP中最优的，则对于既定的目标效用水平 𝑢(𝑥∗)来说，𝑥∗在 UMP中
是最优的。而且，这个 EMP的最小支出水平恰为 𝑤。

2. 若目标效用水平为 𝑢 > 𝑢(0) 时 𝑥∗ 是 EMP中最优的，则当财富为 𝑝 ∗ 𝑥∗ 时，𝑥∗ 在 UMP中是
最优的。而且，这个 UMP的最大效用水平恰为 𝑢。

证明 [最大化和最小化问题的关系]证明如下
反证法，如果不是存在另外一个消费束 𝑥′最优，代回另外一个问题，违背另外一个问题的最优假设。

2.3.3.2 支出函数


Min
𝑥⩾0

𝑝 · 𝑥

s.t.𝑢(𝑥) ⩾ 𝑢̄

同时在价格都大于 0，效用水平大于 0情况下，问题求解可以表示为支出函数 𝑒(𝑝, 𝑢)。支出函数值等
于 𝑝𝑥∗。

26



2.3 经典需求理论

命题 2.18 (支出函数的性质)

♠

假设定义在消费集 𝑋 = R𝐿+ 上的局部非饱和偏好关系 >,可用连续效用函数 𝑢(∗) 表示，那么支出函
数 𝑒(𝑝, 𝑢)

1. 关于 𝑝是一次齐次的。

2. 关于 𝑢是严格递增的，关于任何商品 𝑙 的价格 𝑝 𝜄 是非递减的。

3. 关于 𝑝是凹的。

4. 关于 𝑝和 𝑢是连续的。

证明 [支出函数]证明如下
证明的关键，如果满足最优消费，这意味着 𝑒(𝑝, 𝑥) = 𝑝 ∗ 𝑥 ⩾ 𝑢̄。反证发就是构造两组一开始有大小

比较，违反了性质会推出这种比较的矛盾。

第一点：价格变化时约束不变，则 x组合不变。
第二点：违背 u严格递增时有这样的组合 𝑢′′ > 𝑢′, 𝑝 · 𝑥′ ⩾ 𝑝 · 𝑥′′ > 0
第三点：略，图片。效用是 u的递增函数。px为支出的线性表达。线性表达线一定在最低支出水平

线之上。利用局部非饱和寻找矛盾点。支出函数是 px线性组合，所以非递减。

图 2.1

2.3.3.3 希克斯（补偿性）需求函数

最小化问题得到的是支出函数 𝑒(𝑝, 𝑢),代入 𝑥∗就得到了希克斯需求（补偿性）ℎ(𝑝, 𝑢)。

命题 2.19 (希克斯需求函数性质)

♠

假设定义在消费集 𝑋 = R𝐿+ 上的局部非饱和偏好关系之，可用连续效用函数 𝑢(∗)表示。那么对于任
何 𝑝 ≫ 0,希克斯需求对应 ℎ(𝑝, 𝑢)具有下列性质：

1. 关于 𝑝是零次齐次的：ℎ(𝛼𝑝, 𝑢) = ℎ(𝑝, 𝑢) 对于任何 𝑝, 𝑢和 𝛼 > 0都成立。
2. 无超额效用 (no excess utility): 对于任何 𝑥 ∈ ℎ(𝑝, 𝑢),都有 𝑢(𝑥) = 𝑢。
3. 凸性/单调性：若之是凸的，则 ℎ(𝑝, 𝑢)是个凸集；若之是严格凸的，从而 𝑢(∗)为严格拟凹的，
则 ℎ(𝑝, 𝑢) 只有唯一一个元素。

证明 [希克斯需求函数性质]证明如下
第一点，约束由最低效用决定，与价格无关。
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图 2.2

第二点，连续性非饱和性带来的

命题 2.20 (重要关系)

♠

考试要考

对于 𝑝 ≫ 0, 𝑤 > 0, 𝑢 > 𝑢(0)
1. 𝑒(𝑝, 𝑣(𝑝, 𝑤)) = 𝑤
2. 𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢)) = 𝑢
3. ℎ(𝑝, 𝑢) = 𝑥(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))
4. 𝑥(𝑝, 𝑤) = ℎ(𝑝, 𝑣(𝑝, 𝑤))

证明 [式子之间的关系]证明如下，其实就是反复套娃。我们已经有：
𝑥 = 𝑥(𝑝, 𝑤)
𝑣 = 𝑣(𝑝, 𝑤)
𝑥 = ℎ(𝑝, 𝑢)
𝑝𝑥 = 𝑒(𝑝, 𝑢)
连续性意味着消费者总是会花光预算，因此 𝑝𝑥 = 𝑒(𝑝, 𝑢) = 𝑒(𝑝, 𝑣(𝑝, 𝑤)) = 𝑤。
然后把这个式子代入 𝑣 = 𝑣(𝑝, 𝑤) = 𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑣(𝑝, 𝑤)))。
由于 x同时可以表示为最大化和最小化问题，因此 𝑥 = ℎ(𝑝, 𝑢) = 𝑥(𝑝, 𝑤) = 𝑥(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑣(𝑝, 𝑤)))
同时有 𝑥 = ℎ(𝑝, 𝑢) = 𝑥(𝑝, 𝑤) = 𝑣(𝑝, 𝑤)�

笔记 [重要关系]就数学来看，几个重要关系就是 p、w、u决定了 x然后互相消元。证明推导其实就是化
用这几个关系。

定义 2.14 (补偿)
几个关系的经济意义

ℎ(𝑝, 𝑢) = 𝑥(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))代表补偿性需求对应：价格变化时，调整财富 w，使得效用维持在 u的水平，
那么需求就是 ℎ(𝑝, 𝑢)。对应的财富补偿就是希克斯财富补偿。

Δ𝑤Hicks = 𝑒(𝑝′, 𝑢) − 𝑤
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♣
𝑥(𝑝, 𝑤) = ℎ(𝑝, 𝑣(𝑝, 𝑤)) 代表瓦尔拉斯需求和希克斯需求具有相同的性质，可以互相推出。

命题 2.21 (需求补偿性法则)

♠

需求和价格负相关。

使用希克斯需求函数证明。

(𝑝′′ − 𝑝′) ·
[
ℎ(𝑝′′, 𝑢) − ℎ(𝑝′, 𝑢)

]
⩽ 0

证明 [需求补偿性法则]证明如下：
最优消费时，支出最小：

𝑝′′ • ℎ(𝑝′′, 𝑢) ⩽ 𝑝′′ • ℎ(𝑝′, 𝑢)

𝑝′ · ℎ(𝑝′′, 𝑢) ⩾ 𝑝′ · ℎ(𝑝′, 𝑢)

不等式相减即可。

2.3.3.4 希克斯需求和支出函数

命题 2.22 (Shephard引理)

♠

考试要考 证明以下式子，这个式子反映了支出函数与希克斯需求的关系。

ℎ(𝑝, 𝑢) = 𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝

证明 [支出函数与希克斯需求关系]证明如下
有关系 𝑝𝑥 = 𝑒(𝑝, 𝑢), 𝑥 = ℎ(𝑝, 𝑢)
可以得到 𝑒(𝑝, 𝑢) = 𝑝ℎ(𝑝, 𝑢)
再对 𝑝ℎ(𝑝, 𝑢)求导（𝑝ℎ(𝑝, 𝑢)为向量形式看作

∑
𝑝𝑖ℎ𝑖）

得到

𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑙

= ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢) +
𝐿∑
𝑘=1

𝜕ℎ(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑙

𝑝𝑘

此时只需要证明
∑𝐿
𝑘=1

𝜕ℎ (𝑝,𝑢)
𝜕𝑝𝑙

𝑝𝑘 = 0
法 1：

∑𝐿
𝑘=1

𝜕ℎ (𝑝,𝑢)
𝜕𝑝𝑙

𝑝𝑘 = 0说的其实就是 0齐次性质（参见命题2.19），x的结果与 p变化无关。构造
ℎ(𝑝, 𝑢) = ℎ(𝑎𝑝, 𝑢) 然后对 a求导可以得到。
法 2：拉格朗日。
此时构造拉格朗日函数

对于


𝑚𝑖𝑛 𝑝𝑥

𝑠.𝑡.𝑢(𝑥) ≥ 𝑢̄
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2.3 经典需求理论

L = −
𝐿∑
𝑘=1

𝑝𝑘𝑥𝑘 + 𝜆(𝑢(𝑥) − 𝑢̄) +
𝐿∑
𝑘=1

𝑢𝑘𝑥𝑘

由于 𝑥 = ℎ(𝑝, 𝑢) ≫ 0,此时约束 𝑢𝑘 = 0。
这时候对式子用 𝑥𝑘 求导。

𝜕L
𝜕𝑥𝑘

= −𝑝𝑘 + 𝜆
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥𝑘

= 0

表示出 𝑝𝑘 代入要证明的式子。

𝐿∑
𝑘=1

𝜕ℎ(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑙

𝑝𝑘 = 𝜆
𝐿∑
𝑘=1

𝜕ℎ(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑙

𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥𝑘

因为有 𝑢(𝑥) = 𝑢(ℎ(𝑝, 𝑢)) = 𝑢̄
此时有

𝑢(𝑥)
𝜕𝑝𝑙

=
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝜕𝑝𝑙

=
𝜕𝑢(𝑥)
𝜕𝑥𝑘

𝜕ℎ(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑙

= 0

法 3：包络定理

𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑖

=
𝜕L(𝑥, 𝜆; 𝑝, 𝑢)

𝜕𝑝𝑖

����
𝑥=𝑥∗ ,𝜆=𝜆∗

𝜕L
𝜕𝑝𝑖

=
𝜕

𝜕𝑝𝑖
(𝑝 · 𝑥) = 𝑥𝑖

𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑖

= 𝑥∗𝑖 (𝑝, 𝑢) = ℎ𝑖 (𝑝, 𝑢)

简单理解包络定理：

第一步：𝑒(𝑝, 𝑢)可以写成拉格朗日函数形式（外生变量 p、u、w+优化目标 x、𝜆）。
第二步：就是极值问题求参数的偏导即可得到关系。例如式子中就把优化目标 𝑥 和 𝜆 当成常数项求

外生变量 p偏导。

2.3.3.5 希克斯需求函数和瓦尔拉斯需求函数

命题 2.23 (斯勒斯基方程)

♠

( Slutsky equation)
假设定义在消费集 𝑋 = R𝐿+ 上的局部非饱和且严格凸的偏好关系之，可用连续效用函数 𝑢(•) 表示。
那么对于所有 (𝑝, 𝑤)和 𝑢 = 𝑣(𝑝, 𝑤),我们有

𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑘

=
𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝𝑘

+ 𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑥𝑘 (𝑝, 𝑤)

证明 [斯勒斯基方程]考试要考
对 ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢) 求导，得到
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2.3 经典需求理论

𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑘

=
𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑝𝑘
+ 𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑝𝑘

=
𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝

+ 𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))
𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)

𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑘

=
𝜕ℎ𝑙 (𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝

+ 𝜕𝑥𝑙 (𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑥𝑘 (𝑝, 𝑤)

斯勒斯基补偿：购买力不变。

希克斯补偿：效用不变。

2.3.3.6 瓦尔拉斯需求和间接效用函数

命题 2.24 (罗伊恒等式)

♠

𝑥(𝑝, 𝑤) = −
𝜕𝑣 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑝

𝜕𝑣 (𝑝,𝑤)
𝜕𝑤

证明 [罗伊恒等式]证明如下考试要考
法一

通过瓦尔拉斯需求 𝑥(𝑝, 𝑤) = 𝑥和间接效用函数 𝑒(𝑝, 𝑢) = 𝑤,得到：

𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢)) = 𝑢

此时对 p求导，得到：

𝜕𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))
𝜕𝑝

=
𝜕𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑝
+ 𝜕𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))

𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝

=
𝜕𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑝
+ 𝜕𝑣(𝑝, 𝑒(𝑝, 𝑢))

𝜕𝑒(𝑝, 𝑢) ℎ(𝑝, 𝑢)

=
𝜕𝑣(𝑝, 𝑤)
𝜕𝑝

+ 𝜕𝑣(𝑝, 𝑤)
𝜕𝑤

𝑥(𝑝, 𝑤)

= 0

法二使用 UMP的一阶条件结合拉格朗日转化，和证明2.3.3.4一致
法三使用包络定理

2.3.3.7 需求与支出函数

补充，罗伊恒等式和谢泼德引理是有约束的包络定理引用；霍特林引理则是无约束的包络定理应用。

命题 2.25 (霍特林引理)

♠

Hotelling

ℎ𝑖 (𝑝, 𝑢) =
𝜕𝑒(𝑝, 𝑢)
𝜕𝑝𝑖

生产者和消费者问题的转换，就是把价格换成要素价格，效用就是生产函数。
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2.4 不确定性情形下的选择

图 2.3

2.3.3.8 关系总结

2.3.4 福利影响

得到

2.4 不确定性情形下的选择
167页

2.5 生产理论
生产者理论对应着利润最大化的目的：

max 𝜋 = 𝑝𝑞 − 𝑐

1. 价格约束 p：市场结构最关键。例如竞争市场、垄断市场。
2. 产量约束 q:技术约束。
3. 成本约束 c：经济约束。
因此生产者理论就可以分为市场、技术、经济三方面约束。

2.5.1 生产技术约束

2.5.1.1 定义

定义 2.15 (生产)

♣生产和交换概念上是等价的。用要素生产出产品，也可以理解为用要素交换产品。

注[概念理解]为什么市场出清时边际转换率 =边际替代率，其实就就是如果不出清，交换和生产就还会发
生。

定义 2.16 (生产计划)
不同产品的一组净产出（向量），记为 y = (𝑦,−𝑙,−𝑘)，其中 𝑦表示产出，−𝑙 和 −𝑘 表示投入。
y𝐴是一组产品或服务的状态（存量）
y𝐵 是另一组产品或服务的状态（存量）
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♣
生产计划 y就是 y𝐵 − y𝐴（流量）

例题 2.8生产计划 例如一开始是 {50酒，20小麦}，之后为 {55酒，10小麦}。那生产计划实际上就是 {5
酒，-10小麦}，也就是利用 10个小麦生产了 5份酒。

定义 2.17 (生产可能性集合)

♣

所有技术可行的投入和产出组合的集合，记为 𝑌 = {y ∈ R𝐿 , y𝑎𝑟𝑒𝑡𝑒𝑐ℎ𝑛𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑐𝑎𝑙𝑙𝑦 𝑓 𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒}。
如果 𝑌1 = 𝑌2,意味着 ∀y ∈ 𝑌1 ⇒ y ∈ 𝑌2,反之亦然。
(1)短期中，生产活动中某些要素不发生变化，𝑌 (𝑥2) = {(𝑦,−𝒙1,−𝑥2) ∈ 𝑌 :𝒙2 = 𝑥2}。
(2)长期中所有要素可变，但要素 𝑥2的变化服从某种约束条件 z,则𝑌 (z) = {(𝑦,−𝑥1,−𝑥2) ∈ 𝑌 :𝒙2 = z}

定义 2.18 (生产函数)

♣

若厂商只生产一种产出，定义生产函数为由一定量的投入可能得到的最大产出，即描述生产集边界

的函数， 𝑓 (𝑥) = {𝑦 ∈ R : y是投入为 x的最大产出}

图 2.4: 生产函数

定义 2.19 (有效生产)

♣
若不存在 y′ ∈ Y,使得 y′ ≥ y, y′ ≠ y,则称生产计划 y ∈ Y是技术有效的。

注[有效生产的理解]有效生产就是指生产计划中包含了最优化的生产方式。也就是最大化生产的生产方
式 y已经包含在集合之内。

定义 2.20 (转换函数)

♣

转换函数就是最优产出和实际产出的缺口。

1. 𝑇 (𝑦) ≤ 0 for all 𝑦 ∈ 𝑌
2. 𝑇 (𝑦) < 0 if there is any 𝑦 ∈ 𝑌 and 𝑦′ ∈ 𝑌, such that 𝑦′ ≥ 𝑦

3. 𝑇 (𝑦) = 0 ⇔ there is not any 𝑦 ∈ 𝑌 and 𝑦′ ∈ 𝑌, such that 𝑦′ ≥ 𝑦, 即 y是有效的。

注[转换函数的理解]理解上的提示
𝑇 (𝑦) ≤ 0代表的是生产可行集。𝑇 (𝑦) < 0代表的是无效率的生产可行集。𝑇 (𝑦) = 0代表的是有效率的

生产可行集。

只有一种产出时，生产函数是转换函数的特例，对应着有效率的产出，也就是 𝑇 (𝑦) = 𝑓 (𝑥) − 𝑞 = 0此
时生产函数为 𝑞 = 𝑓 (𝑥)

因此生产函数也可以定义为:𝑅𝐿 → 𝑅+, ( 𝑓 (𝑥),−𝑥) ∈ 𝑌 and 𝑇 ( 𝑓 (𝑥),−𝑥) = 0。
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定义 2.21 (边际转换率)

♣

边际转换率：即转换边界的斜率，如果 𝑇 (·) 是可微的，且生产计划 y满足 𝑇 (ȳ) = 0,那么对于任何
商品或者两种产出 l和 k，有：

𝑀𝑅𝑇𝑙𝑘 (ȳ) =
𝜕𝑇 (ȳ)/𝜕y𝑙
𝜕𝑇 (ȳ)/𝜕y𝑘

定义 2.22 (投入要素集)

♣

所有产出至少为 y的投入要素组合构成的集合。

𝑉 (𝑦) = {𝑥 ∈ R𝐿+ : 𝑦 ≡ (𝑦,−𝑥) ∈ 𝑌 }

在只有两种要素投入的情况下，可以用等产量线以上的区域来表示：

𝑄(𝑦) = {𝑥 ∈ R𝐿+ ; 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑦), 𝑥 ∉ 𝑉 (𝑦′), 𝑦′ > 𝑦}

注[y越小,V是越大还是越小?]理解
y越小，v越大。v代表生产方式，v有效，可以选择更多生产 y的要素组合。也就是大于等于 y的空

间越大。

例题 2.9描述技术约束柯布-道格拉斯生产技术
令 𝛼为 (0,1)内的参数
生产集：𝑌 =

{
(𝑦,−𝑥1,−𝑥2) ∈ R3:𝑦 ≤ 𝑥𝛼1 𝑥

1−𝛼
2

}
投入要素集：𝑉 (𝑦) =

{
(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2

+:𝑦 ≤ 𝑥𝛼1 𝑥
1−𝛼
2

}
等产量线：𝑄(𝑦) =

{
(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2

+:𝑦 = 𝑥𝛼1 𝑥
1−𝛼
2

}
带约束的长期生产可能性集：𝑌 (z) = {(𝑦,−𝒙1,−𝒙2) ∈ R3:𝑦 ≤ 𝑥𝛼1 𝑥

1−𝛼
2 , 𝑥2= 𝑧}

转换函数：𝑇 (𝑦, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑦 − 𝑥𝛼1 𝑥
1−𝛼
2

生产函数： 𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥𝛼1 𝑥
1−𝛼
2

2.5.1.2 特征

定义 2.23 (单调性)

♣

单调性 (自由处置)
若 y ∈ 𝑌 意味着对任意的 y′,∀y′ ≤ y, 有 y′ ∈ 𝑌 , 则 𝑌 称满足自由处置 (free disposal) 或单调性质。
———一定的投入总可以生产出较少的产出。

稍弱的假设是“投入量是单调的”,若 x ∈ 𝑉 (𝑦), x′ ≥ x,则 x′ ∈ 𝑉 (𝑦),即若 x是生产 𝑦单位产出的可

行投入，x′ 是投入不少于 x的投入向量，则 x′ 也是生产 𝑦 单位产出的可行投入。——一定的产量

总可以用较多的投入来生产。

注[理解单调性]单调性就是允许没有效率的生产，允许可以浪费的生产。

定义 2.24 (凸性)
任何两个生产计划的线性组合也是生产可行的。

𝑦 ∈ 𝑌, 𝑦′ ∈ 𝑌,∀𝑡 ∈ [0, 1] −→ 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑦′ ∈ 𝑌

严格凸性：
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♣
𝑦 ∈ 𝑌, 𝑦′ ∈ 𝑌,∀𝑡 ∈ (0, 1) −→ 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑦′ ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑌

命题 2.26 (凸性关系 1)

♠
若生产集 Y是凸集,则其对应的投入要素集 𝑉 (𝑦) 也是凸集。

证明 [凸性关系 1]证明如下：
此时有 (𝑦,−𝑥) ∈ 𝑌, (𝑦,−𝑥′) ∈ 𝑌,∀𝑡 ∈ [0, 1]
由于 Y是凸集，此时有：

(𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑦,−𝑡x − (1 − 𝑡)x′) ∈ 𝑌

也就是 (𝑦,−𝑡x − (1 − 𝑡)x′) ∈ 𝑌

命题 2.27 (凸性关系 2)

♠
𝑉 (𝑦)是凸集当且仅当生产函数 𝑓 (𝑥) 是拟凹函数。

证明 [凸性关系 2]当且仅当意味着命题是充要条件。
先证明 f拟凹，则 𝑉 (𝑦) 为凸：
此时 ∀𝑡 ∈ [0, 1],f拟凹可以得到：

𝑓 (𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑥′) ≥ min{ 𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥′)} = 𝑦̄

这意味着线性组合的投入依旧在生产可能性集中，因此 𝑉 (𝑦) 为凸集。
再证明 𝑉 (𝑦)为凸，f拟凹。
反着写即可。

技术约束还有一系列特征：

命题 2.28 (技术约束)

♠

技术特征

可加性（自由进入）：y + y′ ∈ 𝑌,∀y, y′ ∈ 𝑌
不生产可能性：0 ∈ 𝑌
闭集：Y为闭集。
不可逆性：𝑌 ∩ {−𝑌 } = {0}
齐次性：𝑡 > 0, 𝑓 (𝑡𝑥) = 𝑡𝑘 𝑓 (𝑥)
位似技术：位似函数是一个一次齐次函数的单调变换：𝑓 (𝑥) = ℎ(𝑔(𝑥)), 𝑔(·)是一次齐次的，ℎ(·)
是增函数，比如 C-D函数。虽然产出与投入不等比例的变化，但较多的投入总是可以生产出
较多的产出。因此，生产函数的单调变化并不改变生产函数的性质。

注[部分技术约束特征的理解]理解
可加性并非一定的，例如第一块地能修 2间房子，第二块地能修 3间房子，但是很难说拿到两块地
就能修五间房子。可加性的核心就是是否具有自由进入的限制。

不生产可能性：厂商可以选择不生产。

闭集：因为生产一定包含了最有效率的生产可能性集合 𝑇 (𝑦) = 0部分。
不可逆性：除非是 0，否则生产不可逆，也就是无法从产品还原为要素。
规模报报酬有不同的表现形式
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定义 2.25 (规模报酬)

♣

规模报酬

规模报酬不变，若 𝑓 (𝑡𝑥) = 𝑡 𝑓 (𝑥),∀𝑡 ≥ 0
规模报酬递减，若 𝑓 (𝑡𝑥) < 𝑡 𝑓 (𝑥),∀𝑡 > 1
规模保持递增：若 𝑓 (𝑡𝑥) > 𝑡 𝑓 (𝑥),∀𝑡 > 1
规模报酬非递减：若 𝑦 ∈ 𝑌，则 𝑡𝑦 ∈ 𝑌,∀𝑡 ≥ 1（任何的投入产出向量都可以按比例放大）
规模报酬非递增：若 𝑦 ∈ 𝑌，则 𝑡𝑦 ∈ 𝑌,∀𝑡 ∈ [0, 1]（任何的投入产出向量都可以按比例缩减）
设生产函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 为齐次函数，则有 𝑓 (𝑡𝑥) = 𝑡𝑘 𝑓 (𝑥), 𝑡 > 0
当 𝑘 = 1时，即一次齐次生产函数， 𝑓 (𝑡𝑥) = 𝑡 𝑓 (𝑥)，规模报酬不变；
当 𝑘 > 1时，即高次齐次生产函数， 𝑓 (𝑡𝑥) > 𝑡 𝑓 (𝑥)，规模报酬递增；
当 𝑘 < 1时， 𝑓 (𝑡𝑥) < 𝑡 𝑓 (𝑥)，规模报酬递减；
特别地，当 𝑘 = 0，即零次齐次时， 𝑓 (𝑡𝑥) = 𝑓 (𝑥)，产出数量不变。

规模报酬可以通过加入 t后计算弹性，然后代入 t=1进行判断。

定义 2.26 (规模弹性)

♣

规模弹性：所有投入变动百分之一所带来的产出变动百分比，令生产函数为 𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑡 > 0,函数
𝑦(𝑡) = 𝑓 (𝑡𝑥)

𝑒(𝑥) = 𝑑𝑦(𝑡)/𝑦(𝑡)
𝑑𝑡/𝑡

当 𝑡 = 1时，计算 𝑥处的规模弹性：

𝑒(𝑥) = 𝑑𝑦(𝑡)
𝑑𝑡

· 𝑡
𝑦
|𝑡=1 或 𝑒(𝑥) = 𝑑𝑓 (𝑡𝑥)

𝑑𝑡
· 𝑡

𝑓 (𝑡𝑥) |𝑡=1

𝑒(𝑥) > 1,局部规模报酬递增
𝑒(𝑥) = 1,局部规模报酬不变
𝑒(𝑥) < 1,局部规模报酬递减

例题 2.10计算柯布道格拉斯函数规模报酬
对于 𝑦 = 𝑥𝑎1 𝑥

𝑏
2，有

𝑓 (𝑡𝑥1, 𝑡𝑥2) = (𝑡𝑥1)𝑎 (𝑡𝑥2)𝑏 = 𝑡𝑎+𝑏𝑥𝑎1 𝑥
𝑏
2 = 𝑡𝑎+𝑏 𝑓 (𝑥1, 𝑥2)

对 t求导可以得到：

𝑒(𝑥) = 𝑑 (𝑡𝑥1)𝑎 (𝑡𝑥2)𝑏
𝑑𝑡

· 𝑡

𝑓 (𝑡𝑥) = (𝑎 + 𝑏)𝑡𝑎+𝑏−1𝑥𝑎1 𝑥
𝑏
2 · 𝑡

𝑥𝑎1 𝑥
𝑏
2

代入 t=1,得到 𝑒(𝑥) = 𝑎 + 𝑏。因此实际上 a+b决定了柯布道格拉斯函数规模报酬。

命题 2.29 (生产集的性质)

♠

生产集的性质

如果 Y是凸集且是可加的,则 Y一定是规模报酬不变的。( Y是凸集则 Y一定是规模报酬非
递增的)
Y是规模报酬不变的等价于生产函数是一次齐次函数 (充分必要条件)。
若 Y是凸集 (规模报酬非递增),则生产函数是凹函数。
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证明 [生产集的性质]分别证明三点。
1、证明：如果 Y是凸集且是可加的,则 Y一定是规模报酬不变的。思路为证明 Y规模报酬非递减且

非递增即可证明规模报酬不变。

（1）先证明 Y是凸集则 Y一定是规模报酬非递增的。
对于 ∀𝑡 ∈ [0, 1] 有,0 ∈ 𝑌, 𝑥 ∈ 𝑌 ,由于 Y为凸集：

0(1 − 𝑡) + 𝑡𝑥 ∈ 𝑌

也就是报酬非递增的的性质（见规模报酬定义2.26）
（2）再证明规模报酬非递减。这部分需要可加性。
定义 𝛽 = [𝛽]︸︷︷︸

=1

+ 𝛽 − [𝛽]︸  ︷︷  ︸
𝛾

> 1

基于可加性可以得到，[𝛽𝑥] = 𝑥 ∈ 𝑌 和 𝛾𝑥 ∈ 𝑌 (利用非递增性)，因此 𝛽𝑥 ∈ 𝑌
也就是报酬非递减的的性质（见规模报酬定义2.26）
2、证明 Y是规模报酬不变的等价于生产函数是一次齐次函数 (充分必要条件)。
（1）一齐次函数则规模报酬不变也就是定义部分定义2.26
（2）规模报酬不变则得到一齐次函数
规模报酬不变性质得到 (𝑡𝑥, 𝑡 𝑓 (𝑥)) ∈ 𝑌。
由于生产函数是最优效率的生产函数，可以得到 𝑡 𝑓 (𝑥) ⩽ 𝑓 (𝑡𝑥)。
接下来代入 1

𝑡 ,得到
(
𝑡−1 (𝑡𝑥), 𝑡−1 𝑓 (𝑡𝑥)

)
= (𝑥, 𝑡−1 𝑓 (𝑡𝑥)) ∈ 𝑌

此时对于要素投入 x最有效率的一定为 𝑓 (𝑥),因此得到 𝑡−1 𝑓 (𝑡𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥)。
3、证明若 Y是凸集 (规模报酬非递增),则生产函数是凹函数。
此时 ∀𝑡 ∈ [0, 1], (𝑥1, 𝑓 (𝑥1)) ∈ 𝑌, (𝑥2, 𝑓 (𝑥2)) ∈ 𝑌
由于 Y是凸集，有 (𝑡 𝑓 (𝑥1) + (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥2),−𝑡𝑥1 − (1 + 𝑡)𝑥2) ∈ 𝑌
且此时最优的生产函数为 ( 𝑓 (−𝑡𝑥1 − (1 + 𝑡)𝑥2),−𝑡𝑥1 − (1 + 𝑡)𝑥2) ∈ 𝑌
得到 𝑓 (−𝑡𝑥1 − (1 + 𝑡)𝑥2) ⩾ 𝑡 𝑓 (𝑥1) + (1 − 𝑡) 𝑓 (𝑥2)

定义 2.27 (边际技术替代率)

♣

概念

边际产量递减：短期有些要素不能调整，对于生产函数 𝑦 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2),一般假定 𝑓 ′1 > 0, 𝑓 ′′1 < 0,即边
际产量大于零，但趋于递减。这种假定保证生产处于合理的阶段。边际产量递减对绝大多数产业是

适用的。它可以保证有内点解。

边际技术替代率：在保持产出不变的条件下，增加投入 1的数量而减少投入 2的数量之间的比例关
系，它是等产量线的切线斜率。

𝑀𝑅𝑇𝑆 = −Δ𝑥2

Δ𝑥1
= −𝑀𝑃𝑥1

𝑀𝑃𝑥2

例题 2.11对科夫道格拉斯函数求边际技术替代率
𝜕𝑥2 (𝑥1)
𝜕𝑥1

= −𝜕 𝑓 /𝜕𝑥1

𝜕 𝑓 /𝜕𝑥2
= − 𝛼

1 − 𝛼
𝑥2

𝑥1

定义 2.28 (替代弹性)
在既定产出水平下要素比例百分比变动同边际技术替代率百分比变动的比值 (衡量给定产出不变
时，边际替代率百分比变化引致的要素百分比变化)
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♣

Δ(𝑥2/𝑥1)
𝑥2/𝑥1

𝜎 =
Δ𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦
𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

替代弹性是等产量线的曲率：因为 MRTS是等产量线的斜率，因此替代弹性表示等产量线斜率变
动时的要素投入比率变动。

注[替代弹性的理解]替代弹性源于数学曲率的计算。

图 2.6

图片中的曲率通过两点之间的圆弧长度 𝑠和切线夹角 𝛼进行衡量。在长度不变的情况下，夹角越大，

曲线越弯曲。

命题 2.30 (替代弹性)

♠

把 𝜎转化为导数：

𝜎 =
𝑑 (𝑥2/𝑥1)
𝑑𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

·
𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

(𝑥2/𝑥1)
=

𝑑𝑙𝑛(𝑥2/𝑥1)
𝑑𝑙𝑛𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

1. 在等产量曲线形状正常时，𝜎 ≥ 0;𝜎越大，即斜率的微小变动导致了要素投入比率的较大变
动，等产量线越扁平（曲率越小，从曲线退化为直线），投入要素的替代性越强。

2. 𝜎 → ∞时，投入要素完全替代，此时MRTS是常数，其变化量为 0；
3. 𝜎 = 0时，投入要素完全互补（左右鞋子无法替代对方）。

例题 2.12计算柯布道格拉斯的替代弹性

𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦 =
𝛼

1 − 𝛼
𝑥2

𝑥1

𝑙𝑛
𝑥2

𝑥1
= 𝑙𝑛

1 − 𝛼
𝛼

+ 𝑙𝑛𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

𝜎 =
𝑑𝑙𝑛(𝑥2/𝑥1)
𝑑𝑙𝑛𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

= 1

例题 2.13计算 CES的替代弹性
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𝑦 = [𝛼1𝑥
𝜌
1 + 𝛼2𝑥

𝜌
2 ]

1
𝜌

𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦 =
𝑀𝑃𝑥1

𝑀𝑃𝑥2

=
𝛼1

𝛼2

(
𝑥1

𝑥2

)𝜌−1

𝑥1

𝑥2
= 𝑀𝑅𝑇𝑆1−𝜌

𝑥𝑦
𝛼2

𝛼1

𝑙𝑛
𝑥1

𝑥2
=

1
1 − 𝜌 𝑙𝑛𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦 + 𝑙𝑛

𝛼2

𝛼1

𝜎 =
𝑑𝑙𝑛(𝑥2/𝑥1)
𝑑𝑙𝑛𝑀𝑅𝑇𝑆𝑥𝑦

=
1

1 − 𝜌

𝜌 −→ 1完全替代，退化为线性生产函数
𝜌 −→ −∞完全无替代弹性
𝜌 −→ 0科夫道格拉斯函数
具体而言，退化到完全无替代弹性（也就是完全互补）的情况：

𝑦 = 𝑚
(
𝛽1

( 𝑥1

𝑚

)𝜌
+ 𝛽2

( 𝑥2

𝑚

)𝜌)1/𝜌

此时如果 𝑚 = 𝑥1 ≤ 𝑥2，则 𝑦 −→ 𝑚 = 𝑥1

具体而言，退化到柯布道格拉斯的情况：

ln 𝑦 =
1
𝜌

ln
(
𝛽1𝑒

𝜌 ln 𝑥1 + 𝛽2𝑒
𝜌 ln 𝑥2

)
𝛽1𝑒

𝜌 ln 𝑥1 + 𝛽2𝑒
𝜌 ln 𝑥2 = 𝜌(𝛽1 ln 𝑥1 + 𝛽2 ln 𝑥2) + 𝑜(𝜌)︸︷︷︸

𝜌(𝛽1+𝛽2 )+·

ln 𝑦 −→ 𝛽1 ln 𝑥1 + 𝛽2 ln 𝑥2

注[超弹性的应用] ai时代，超弹性可以被看作冲击下的异质性，高端技术和 ai互补，完全无弹性，低端则
完全互补。

对于偏技术进步，则对应劳资关系的替代率变化。

2.5.2 利润最大化

2.5.2.1 一阶条件

企业利润最大化的公式为

𝑇𝑅(𝑎) − 𝑐(𝑎)

这个公式与市场结构无关。TR为总收益，C为总机会成本，包含显性和隐性。一阶条件就是边际收
益等于边际成本：

𝜕𝑇𝑅(𝑎∗)
𝜕𝑎𝑖

=
𝜕𝐶 (𝑎∗)
𝜕𝑎𝑖

此时再转化利润函数

𝜋(p) = max
y∈Y

py
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短期情况下（带约束）：

𝜋(p, z) = max py

𝑠.𝑡. 𝑦 ∈ 𝑌 (z)

只生产一种产品情况下：

𝜋(𝑝,w) = max 𝑝 𝑓 (x) − wx

其一阶条件为：

𝑝
𝜕 𝑓 (𝑥∗)
𝜕𝑥𝑖

= 𝑤𝑖

也就是向量形式的 𝑝D 𝑓 (x∗) = w（每种要素边际产量的价值等于其要素价格）。
斜率变大意味着价格降低，此时均衡点向左侧移动，产出投入下降。商品价格与产出同方向变化 (供

给规律符合利润最大化原则)。

图 2.7: 利润最大化的一阶条件

注[利润函数的理解]价格一般情况下为外生的给定水平，而利润函数为不同价格水平下的利润。
唯一解时，y就为供给函数。也就是厂商追求利润最大化，给定产品价格和要素价格时点解 𝑦(𝑝, 𝑤)。

其中 p为产品价格，w为要素价格。
利润最大化问题的解一般来说不是唯一的。当解是唯一时,相对应的利润最大生产计划称之为供给函

数,所对应的投入称之为生产者的投入需求函数,对应的产出向量称为生产者的产出供给函数。生产集的
严格凸性保证了最优生产计划的唯一性。

命题 2.31 (利润最大化函数解唯一)

♠
设 Y是严格凸的，则对任意给定的 p ∈ 𝑅𝐿+ ,若利润最大化问题的解存在则解是唯一的。

证明 [利润最大化函数解唯一]证明如下：
假设此时存在两个解 𝑦, 𝑦′，且满足 𝑝𝑦 = 𝑝𝑦′

凸性意味着
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∀𝑡 ∈ (0, 1), 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑦′ ∈ 𝐼𝑛𝑡 (𝑌 )

由于命题证明了生产满足凸性和可加则规模报酬不变，此时有

𝐾𝑡𝑦 + 𝐾 (1 − 𝑡)𝑦′ ∈ 𝐼𝑛𝑡 (𝐾𝑌 )

但是此时对应的最优生产集却：𝐾𝑡𝑦 + 𝐾 (1 − 𝑡)𝑦′ = 𝑘 𝑝𝑦 > 𝑝𝑦

矛盾。

定义 2.29 (利润最大化二阶条件)

♣

利润最大化的二阶条件是生产函数在最优点处的二阶导数矩阵必须是负半定的,即二阶条件要求海
塞矩阵

𝐷2 𝑓 (x∗) =
(
𝜕2 𝑓 (x∗)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥 𝑗

)
例题 2.14道格拉斯技术的利润函数 求 CD函数的利润函数：

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑎, 𝑎 > 0

此时利润函数为

𝜋(𝑝, 𝑤) = 𝑓 (𝑥)𝑝 − 𝑥𝑤 = 𝑥𝑎𝑝 − 𝑤𝑥

注意，利润函数需要一阶条件和二阶条件：

一阶条件可以得到：

𝑝𝑎𝑥𝑎−1 = 𝑤

二阶条件可以得到：

𝑝𝑎(𝑎 − 1)𝑥𝑎−2 ≤ 0

这意味着为了保证竞争利润最大化有意义,生产函数必然是规模报酬不变或规模报酬递减的。
此时 𝑎 = 1时 p=w,也就是完全竞争市场，任何时候利润都为最优值 0。
使用一条件可以得到：

𝑥(𝑝, 𝑤) =
(
𝑤

𝑎𝑝

) 1
𝑎−1

也就是说供给函数为

𝑦(𝑝, 𝑤) = 𝑓 (𝑥(𝑝, 𝑤)) =
(
𝑤

𝑎𝑝

) 𝑎
𝑎−1

利润函数为：

𝜋(𝑝, 𝑤) = 𝑝𝑦(𝑝, 𝑤) − 𝑤𝑥(𝑝, 𝑤) = 𝑤
(
1 − 𝑎
𝑎

) (
𝑤

𝑎𝑝

) 1
𝑎−1
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命题 2.32 (供给函数的性质 1)

♠
供给函数 y(p)是零次齐次的，即对所有的 𝑡 > 0,有 y(𝑡p) = y(p)。

简单理解，产品价格、要素价格同时上涨，此时生产计划保持不变。

命题 2.33 (供给函数的性质 2)

♠

(替代矩阵的负定性)令 𝑦 = 𝑓 (x) 为二阶连续可微、严格凹的单一生产函数，x(𝑝,w) 为投入需求函
数，则替代矩阵 (一种要素价格增加 1个单位导致另一种要素投入增加多少)

𝐷x(𝑝,w) =
[
𝜕𝑥𝑖 (𝑝,w)
𝜕𝑤 𝑗

]
为对称负定矩阵。

证明 [矩阵性质]证明如下
一阶条件可以得到：

D 𝑓 (x(w)) − w ≡ 0.

再对W求偏导

D2 𝑓 (x(w))Dx(w) − I ≡ 0.

变形得到：

Dx(w) ≡[D2 𝑓 (x(w))]−1.

后者正是海森矩阵。

同时此时其对角线元素小于 0为 𝜕𝑥𝑖/𝜕𝑤𝑖 < 0，也就是要素价格下降，要素需求上升的经济含义。
其对称性还可以得到 𝜕𝑥𝑖/𝜕𝑤 𝑗 = 𝜕𝑥 𝑗/𝜕𝑤𝑖。

2.5.2.2 弱公理

和显示偏好弱公理类似，利润最大弱公理也是显示盈利弱公理，厂商选择的往往是最优的生产计划

(𝑝𝑡 , 𝑦(𝑝𝑡 ))。

图 2.8: 利润最大化弱公理
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𝑦𝑡 =
𝜋𝑡

𝑝𝑡
− 𝑤𝑡

𝑝𝑡
𝑥𝑡

𝑦𝑠 =
𝜋𝑠

𝑝𝑠
− 𝑤𝑠

𝑝𝑠
𝑥𝑠

左图违背了弱公理，右图满足弱公理。也就是相同斜率（价格）的情况下，𝑦2策略优于 𝑦1策略，但

厂商选择了 𝑦1策略。

基于显示偏好可以得到方程组：


p𝑡 (y𝑡 − y𝑠) ≧ 0,

−p𝑠 (y𝑡 − y𝑠) ≧ 0.

此时也就是

(p𝑡 − p𝑠) (y𝑡 − y𝑠) = ΔpΔy ≧ 0.

当 p大于 0时，这里表示对是产出；p小于 0时，这里表示的是投入。而价格的变动方向和需求的变
动方向在产出和投入时总是一致的（产品价格上涨，生产供给增多；要素价格增加（负的更多），要素需

求减少（负的更多））。

2.5.2.3 利润函数性质

命题 2.34 (利润函数性质)

♠

利润函数的性质

1. 关于产出价格非递减，关于投入价格非递增。若对所有产出有 𝑝′𝑖 ≥ 𝑝𝑖 ,对所有投入有 𝑝′𝑗 ≤ 𝑝 𝑗 ,
则 𝜋(p′) ≥ 𝜋(p)。

2. 关于 p一次齐次。对所有的 𝑡 ≥ 0, 𝜋(tp) = 𝑡𝜋(p)
3. 是 p的凸函数。令 p′′ = 𝑡p + (1 − 𝑡)p′, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1,则 𝜋(p′′) ≤ 𝑡𝜋(p) + (1 − 𝑡)𝜋(p′)
4. 关于 p连续。当 𝜋(p) 定义良好且 𝑝𝑖 > 0, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛时，函数 𝜋(p) 是连续的。

证明 [利润函数性质]证明如下
第一个，利用利润函数是最优的特性：𝜋(𝑝′) = 𝑝′𝑦′ ⩾ 𝑝′𝑦 ⩾ 𝑝𝑦 = 𝜋(𝑝)
第二个，集合角度出发，满足 ∀𝑦′ ∈ 𝑌, 𝑝𝑦 ⩾ 𝑝𝑦′。此时对于 ∀𝑡 ⩾ 0,∀𝑦′ ∈ 𝑌 有 𝑡 𝑝𝑦 ⩾ 𝑡 𝑝𝑦′, 也就是

𝜋(𝑡p) = 𝑡py = 𝑡𝜋(p)。
第三个，利用凸函数的性质。令 𝔭′′ = 𝑡𝔭 + (1 − 𝑡)𝔭′, 0 ≦ 𝑡 ≦ 1,则 𝜋(𝔭′′) ≦ 𝑡𝜋(𝔭) + (1 − 𝑡)𝜋(𝔭′)。

命题 2.35 (霍特林引理)

♠

(霍特林 (Hotelling)引理)令 𝑦𝑖 (𝔭)为厂商在产品 𝑖上的供给函数。设利润函数

的导数存在且 𝑝𝑖 > 0,则有

𝑦𝑖 (p) =
𝜕𝜋(p)
𝜕𝑝𝑖

,∀𝑖 = 1, · · · , 𝑛.

包络定理即可证明，求导后利用一阶条件为 0代入得到。

2.5.2.4 成本最小化

成本最小化是利润最大化的必要条件。利润最大化是一个一般均衡分析,考虑了所有市场（产品和要
素）的情况;成本最小化是一个局部均衡分析,考察在给定产出的条件下,如何选择最佳要素投入。
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此时给定产出水平 y,考虑如下成本最小化问题：

min
𝑥
𝑤𝑥

𝑠.𝑡. 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑦

得到拉格朗日式子

L(𝜆, x) = wx − 𝜆( 𝑓 (x) − 𝑦)

其 x的一阶条件可以得到

𝑤𝑖 − 𝜆
𝜕 𝑓 (x∗)
𝜕𝑥𝑖

= 0

𝑓 (x∗) = 𝑦

此时为一组要素价格的条件，使用两组要素价格相除可以得到：

𝑤𝑖
𝑤 𝑗

=

𝜕 𝑓 (x∗ )
𝜕𝑥𝑖

𝜕 𝑓 (x∗ )
𝜕𝑥𝑖

经济替代率 =技术替代率
以上出现的一阶条件为局部最优的条件，但如果生产函数是拟凹的,则也是全局最优的充分条件。
对每个给定的 w和 y，存在某个最小成本选择 x∗。我们称给出这种最优选择的函数为条件投入需求

函数 ( conditional input demand function),并记之为 x(w, 𝑦)。该条件要素需求由产出水平和要素价格决定。
成本函数是既定要素价格 w和产出水平 𝑦 下的最小成本，即 𝑐(w, 𝑦) = wx(w, 𝑦)。注：成本函数已经是一
个最优化的结果 (选择的结果)。
例题 2.15求解 CD生产函数的成本函数 例子

考虑成本最小化问题:
𝑐(w, 𝑦) = min

𝑥1 ,𝑥2
𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2

s.t. 𝐴𝑥𝑎1 𝑥
𝑏
2 = 𝑦

从约束中求出 𝑥2并将其代入目标函数:

min
𝑥1
𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝐴

1
𝑏 𝑦

1
𝑏 𝑥

− 𝑎
𝑏

1

其一阶条件为:
𝑤1 −

𝑎

𝑏
𝑤2𝐴

1
𝑏 𝑦

1
𝑏 𝑥

− 𝑎+𝑏
𝑏

1 = 0

求得条件要素需求函数为:

𝑥1 (𝑤1, 𝑤2, 𝑦) = 𝐴− 1
𝑎+𝑏

[
𝑎𝑤2

𝑏𝑤1

] 𝑏
𝑎+𝑏

𝑦
1

𝑎+𝑏

𝑥2 (𝑤1, 𝑤2, 𝑦) = 𝐴− 1
𝑎+𝑏

[
𝑎𝑤2

𝑏𝑤1

] 𝑎
𝑎+𝑏 1

𝑦
1

𝑎+𝑏

从而成本函数为:

𝑐(𝑤1, 𝑤2, 𝑦) = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 = 𝐴− 1
𝑎+𝑏

[( 𝑎
𝑏

) 𝑏
𝑎+𝑏 +

( 𝑎
𝑏

) 𝑎
𝑎+𝑏

]
𝑤

𝑎
𝑎+𝑏
1 𝑤

𝑎
𝑎+𝑏
2 𝑦

1
𝑎+𝑏

44



2.5 生产理论

当 𝐴 = 1, 𝑎 + 𝑏 = 1时:
𝑐(𝑤1, 𝑤2, 𝑦) = 𝛼𝑤𝑎1𝑤

1−𝑎
2 𝑦

其中, 𝛼 = 𝑎−𝑎 (1 − 𝑎)𝑎−1

例题 2.16求解 ces函数的成本函数 例子

举例：常替代弹性技术的成本函数。设

𝑓 (x) =
(
𝐿∑
𝑙=1

𝑥
𝜌
𝑙

) 1
𝜌

成本最小化问题为：

min
𝐿∑
𝑙=1

𝑤𝑙𝑥𝑙

s.t.
𝐿∑
𝑙=1

𝑥
𝜌
𝑙 = 𝑦𝑝

其一阶条件为：

𝑤𝑙 − 𝜆𝜌𝑥𝜌−1
𝑙 = 0 𝑙 = 1, · · · , 𝐿

𝐿∑
𝑙=1

𝑥
𝜌
𝑙 = 𝑦𝜌

从而有

𝑥
𝜌
𝑙 = 𝑤

𝜌
𝜌−1
𝑙 (𝜆𝜌)

−𝜌
𝜌−1

将其代入生产函数:

(𝜆𝜌)
−𝜌
𝜌−1

(
𝐿∑
𝑙=1

𝑤
𝜌

𝜌−1
𝑙

)
= 𝑦𝜌

由此可求得 (𝜆𝜌)
−𝜌
𝜌−1 = 𝑦𝜌

(∑𝐿
𝑙=1 𝑤

𝜌
𝜌−1
𝑙

)−1
,将其代回 (4.4.9),可得条件要素需求函数

𝑥1 (w, 𝑦) = 𝑤
1

𝜌−1
𝑙

(
𝐿∑
𝑙=1

𝑤
𝜌

𝜌−1
𝑙

)− 1
𝜌

𝑦

将上述函数代入成本函数:

𝑐(w, 𝑦) =
𝐿∑
𝑙=1

𝑤𝑙𝑥𝑙 (w, 𝑦) = 𝑦
(
𝐿∑
𝑙=1

𝑤
𝜌

𝜌−1
𝑙

) 𝜌−1
𝜌

记 𝑟 = 𝜌/(𝜌 − 1)，则上式可简化为：

𝑐(w, 𝑦) = 𝑦
(
𝐿∑
𝑙=1

𝑤𝑟𝑙

) 1
𝑟

可见，成本函数同原来的 CES生产函数具有相同的形式。
若生产函数为：

𝑓 (x) =
(
𝐿∑
𝑙=1

(𝑎1𝑥𝑙)𝜌
) 1

𝜌

则成本函数为：
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𝑐(w, 𝑦) =
[
𝐿∑
𝑙=1

(
𝑤1

𝑎𝑙

)𝑟 ] 1
𝑟

𝑦

注[理解成本函数和生产函数]注意，例子结果中，CD生产函数的生产函数最终也是 CD函数形式，ces生
产函数的成本函数最终也是 ces函数形式。一般情况下成本函数的形式和生产函数为一致的。但是并不是
所有函数都满足这种一致性。

例题 2.17其他生产函数的成本函数例子
例子 1：里昂惕夫生产技术的成本函数

𝑓 (x) = 𝒎𝒊𝒏{𝑎1𝑥1, 𝑎2𝑥2, · · · , 𝑎𝐿𝑥𝐿}

其实就相当于只用一种材料。

例子 2：线性生产技术的成本函数

𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2

取决于替代的成本，比较 𝑎
𝑏 ?𝑤1

𝑤2

命题 2.36 (成本函数与支出函数)

♠

当将成本函数同支出函数进行比较时，两者的行为是完全相同的。考虑其定义：

(1)支出函数：𝑒(p, 𝑢) = 𝑚𝑖𝑛x ∈ R𝑛+px, s.𝑡.𝑢(x) ≥ 𝑢
(2)成本函数 : 𝑐(w, 𝑦) = 𝑚𝑖𝑛x ∈ R𝑛+Wx, 𝑠.𝑡. 𝑓 (x) ≥ 𝑦 从数学上来说，上述两个最优化问题是完全相

同的。因此，有关支出函数的每条定理对成本函数来说也成立。

命题 2.37 (成本函数的性质)

♠

设生产函数 𝑓 连续且严格递增，则成本函数具有如下性质：

1. 𝑐(𝑤, 𝑦)关于 𝑤非递减（单调性：要素价格上升、总成本也上升）

2. 𝑐(𝑤, 𝑦)关于 𝑤一次齐次（所有要素价格等比例上升，总成本也等比例上升）

3. 𝑐(𝑤, 𝑦)是 𝑤的凹函数（当要素价格变化时，组织可以重新进行要素组合，从而使成本的增加

慢于要素价格的变化）

4. 𝑐(𝑤, 𝑦)在 𝑤 > 0上是 𝑤的连续函数

5. 对所有的 𝑤 > 0，𝑐(𝑤, 𝑦) 关于 𝑦严格递增

6. 谢泼德 (Shephard)引理：设 𝑥(𝑤, 𝑦)为价格为 𝑤，产出水平为 𝑦时的成本最小生产计划，若成

本函数的导数存在且 𝑥𝑖 > 0，则 𝑥𝑖 (𝑤, 𝑦) = 𝜕𝑐 (𝑤,𝑦)
𝜕𝑤𝑖

, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛。（即知道了企业的成本函数，
就知道要素的需求）

证明 [成本函数的性质]证明如下
第一点：利用成本函数是当前最小成本这一性质。

此时有 𝑤′ ⩾ 𝑤。对于其对应的生产计划，有

𝑥∗ ∈ (𝑤, 𝑦); 𝑥′ ∈ (𝑤′, 𝑦)

𝑤𝑥∗ = 𝑐(𝑤, 𝑦);𝑤′𝑥′ = 𝑐(𝑤, 𝑦)

由于对应的成本是最小的，因此
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𝑤𝑥∗ ⩽ 𝑤𝑥′;𝑤′𝑥′ ⩽ 𝑤′𝑥∗;𝑤𝑥′ ⩽ 𝑤′𝑥′

得到了非递减。

第二点：需要证明 ∀𝑡 > 0, 𝑐(𝑡𝑤, 𝑦) = 𝑡𝑐(𝑤, 𝑦)
这意味着

𝑥∗ ∈ 𝑥(𝑤, 𝑦), 𝑐(𝑤, 𝑦) = 𝑤𝑥∗

𝑥′ ∈ 𝑥(𝑡𝑤, 𝑦), 𝑐(𝑡𝑤, 𝑦) = 𝑡𝑤𝑥′

思路转化为求两个集合相等。

取任意 𝑥∗ ∈ 𝑥(𝑤, 𝑦)。则对任意可行 𝑥 (即满足 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑦),有

𝑤 · 𝑥∗ ≤ 𝑤 · 𝑥.

两边同乘以正数 𝑡 > 0,得到

𝑡 𝑤 · 𝑥∗ ≤ 𝑡 𝑤 · 𝑥.

也就得到了 𝑥∗ ∈ 𝑥(𝑡𝑤, 𝑦).。反过来除以 t就是另外一个属于关系。
第三点：这个的经济意义是厂商为风险偏好性，因为经济波动交大时，价格上涨幅度越大，利润幅度

越大。厂商更偏好价格波动而非价格稳定。波动越大（有时赚得多，有时亏得少），平均利润反而上升。厂

商在面对不确定价格时不会希望价格被管制得太稳定；高风险、高波动市场中反而有高利润潜力；解释了

为什么在某些市场中企业愿意暴露于价格风险（例如投机性能源企业、航空公司在油价衍生品市场的行

为）。

𝐸 [𝜋(𝑝)] ≥ 𝜋(𝐸 [𝑝])

证明就是利用凸函数的性质。展开对应的 𝑐(𝑡𝑥1 + (1 − 𝑡)𝑤2, 𝑦)。
第五点。需要证明 𝑦1 > 𝑦2,则 𝑐(𝑤, 𝑦1) > 𝑐(𝑤, 𝑦2)
利用投入要素集的性质2.22,产量越大，生产集越小，因此 𝑉 (𝑦1) ⊂ 𝑉 (𝑦2)
此时 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑦1),则 𝑥 ∈ 𝑉 (𝑦2)，于是得到

𝑐(𝑤, 𝑦2) ⩽ 𝑤𝑥′ = 𝑐(𝑤, 𝑦1)

命题 2.38 (补偿自身价格效应)

♠

（负自身替代 (own-substitution)项）补偿自身价格效应 (compensated own-price effect)是非正的，即
投入需求曲线向下倾斜：

𝜕𝑥𝑖 (𝑤, 𝑦)
𝜕𝑤𝑖

=
𝜕2𝑐(𝑤, 𝑦)
𝜕𝑤2

𝑖

≤ 0

注[补偿自身价格效应的理解]证明就是利用了谢泼德引理 𝜕𝑐 (𝑤,𝑦)
𝜕𝑤𝑖

= 𝑥𝑖 (𝑤, 𝑦)。经济含义是保持产出不变，
要素价格上涨不会影响产出，只会促使厂商调整要素结构以节省成本。这种效应排除了产出变化带来的

规模效应，只研究要素间的替代效应，因此是补偿效应。

有了成本函数后，厂商利润最大化问题可以写为：
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max
𝑦≥0

𝑝𝑦 − 𝑐(w, 𝑦)

其一阶必要条件为：

𝑝 − 𝜕𝑐(w, 𝑦∗)
𝜕𝑦

≤ 0,等式成立当𝑦∗ > 0

价格等于边际成本。若成本函数为 y的凸函数，则一阶条件也是 𝑦∗为最优产出水平的充分条件。

2.5.3 成本问题

2.5.3.1 成本函数

成本函数总是能够表示为条件投入需求函数的函数:

𝑐(𝑤, 𝑦) = 𝑤𝑥(𝑤, 𝑦)

在短期生产中，一些生产要素固定在某个事先确定的水平。令 𝑥 𝑓 为固定要素向量，𝑥𝑣 为可变要素向量。

将 𝑤划分为可变和固定要素价格向量，即 𝑤 = (𝑤𝑣 , 𝑤 𝑓 )。短期条件要素需求函数一般来说与 𝑥 𝑓 有关，因

此将其写为 𝑥𝑣 (𝑤, 𝑦, 𝑥 𝑓 )。则短期成本函数可写为

𝑐(𝑤, 𝑦, 𝑥 𝑓 ) = 𝑤𝑣𝑥𝑣 (𝑤, 𝑦, 𝑥 𝑓 ) + 𝑤 𝑓 𝑥 𝑓

其中，𝑤𝑣𝑥𝑣 (𝑤, 𝑦, 𝑥 𝑓 ) 为短期可变成本，𝑤 𝑓 𝑥 𝑓 为固定成本。
注[成本理解]可变成本函数形式是多样的，固定成本线性。

短期成本函数 =STC=𝑤𝑣𝑥𝑣 (𝑤, 𝑦, 𝑥 𝑓 ) + 𝑤 𝑓 𝑥 𝑓
短期平均成本函数 =SAC= 𝑐 (𝑤,𝑦,𝑥 𝑓 )𝑦

短期平均可变成本函数 =SAVC=𝑤𝑣 𝑥𝑣 (𝑤,𝑦,𝑥 𝑓 )
𝑦

短期平均固定成本函数 =SAFC=𝑤 𝑓 𝑥 𝑓
𝑦

短期边际成本函数 =SMC= 𝜕𝑐 (𝑤,𝑦,𝑥 𝑓 )𝜕𝑦

当所有的要素都可变时，厂商将选择最优的 x 𝑓。因此，长期成本函数只与要素价格和事前确定的产
出水平有关。可以用短期成本函数来表示长期成本函数。方式如下，令 x 𝑓 (w, 𝑦) 为固定要素的最优选择，
x𝑣 (w, 𝑦) = x𝑣 (w, 𝑦, x 𝑓 (w, 𝑦))为可变要素长期最优选择。则长期成本函数可写为

𝑐(w, 𝑦) = w𝑣x𝑣 (w, 𝑦) + w 𝑓 x 𝑓 (w, 𝑦) = 𝑐
(
w, 𝑦, x 𝑓 (w, 𝑦)

)
长期平均成本函数 =LAC= 𝑐 (𝑤,𝑦)𝑦 长期边际成本函数 =LMC= 𝜕𝑐 (w,y)𝜕𝑦

例题 2.18短期 CD函数的成本函数
设柯布-道格拉斯技术的第二种要素固定在某个水平 k。则厂商的成本最小化问题为

min𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑘

s.t.
𝑦 = 𝑥𝑎1 𝑘

1−𝑎

从约束中解出

𝑥1 = (𝑦𝑘𝑎−1) 1
𝑎

代入目标函数，得到短期成本函数

𝑐(𝑤1, 𝑤2, 𝑦, 𝑘) = 𝑤1 (𝑦𝑘𝑎−1) 1
𝑎 + 𝑤2𝑘

短期平均成本函数 = 𝑤1
( 𝑦
𝑘

) 1−𝑎
𝑎 + 𝑤2𝑘

𝑦
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短期平均可变成本函数 = 𝑤1
( 𝑦
𝑘

) 1−𝑎
𝑎

短期平均固定成本函数 = 𝑤2𝑘
𝑦

短期边际成本函数 = 𝑤1
𝑎

( 𝑦
𝑘

) 1−𝑎
𝑎

命题 2.39 (平均和边际成本)

♠

若生产是规模报酬不变，则成本函数可写为 𝑐(w, 𝑦) = 𝑦𝑐(w, 1)(把产量和要素价格分开了，𝑐(w, 1)
即平均成本)

证明 [平均和边际成本]使用反证法证明
此时有 𝑐(𝑤, 1) = 𝑤𝑥∗,需要证 𝑐(𝑤, 𝑦) = 𝑦𝑐(𝑤, 1) = 𝑦𝑤∗ = 𝑤𝑦𝑥∗

让 𝑥′ 为价格为 w时生产 y单位最小成本的方案，其比 𝑥∗还要优，

𝑤𝑥′ < 𝑤𝑦𝑥∗

得到

𝑤𝑥′

𝑦
< 𝑤𝑥∗

此时 𝑤𝑥′

𝑦 就是生产一单位的情况。也就是规模报酬不变的情况下，生产一单位和生产 y单位的方案
计划解和 y无关。

2.5.3.2 成本几何意义

将成本函数简写为 𝑐(𝑦),它包括固定成本和可变成本。可将短期平均成本写为

𝑆𝐴𝐶 =
𝑐(w, 𝑦, x 𝑓 )

𝑦
=

w 𝑓 x 𝑓
𝑦

+
w𝑣x𝑣 (w, 𝑦, x 𝑓 )

𝑦
= 𝑆𝐴𝐹𝐶 + 𝑆𝐴𝑉𝐶

图 2.9: 平均可变、平均固定、平均成本曲线

命题 2.40 (边际成本和平均成本的关系)
边际成本曲线同平均成本曲线的关系是什么呢？由于要素价格是固定的，略去要素价格，将成本函

数简单写为 c(y)。既然
𝑑

(
𝑐 (𝑦)
𝑦

)
𝑑𝑦

=
𝑦𝑐′ (𝑦) − 𝑐(𝑦)

𝑦2 =
1
𝑦

[
𝑐′ (𝑦) − 𝑐(𝑦)

𝑦

]
因此有

𝑑
(
𝑐 (𝑦)
𝑦

)
𝑑𝑦 ≤ 0(≥ 0)当且仅当 𝑐′ (𝑦) − 𝑐 (𝑦)

𝑦 ≤ 0(≥ 0)。
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♠

当边际成本曲线在平均可变成本曲线之下时 (𝑐′ (𝑦) ≤ 𝑐 (𝑦)
𝑦 )，平均可变成本曲线是递减的 (

𝑑
(
𝑐 (𝑦)
𝑦

)
𝑑𝑦 ≤

0)，而当边际成本曲线在平均可变成本曲线之上时 (𝑐′ (𝑦) ≥ 𝑐 (𝑦)
𝑦 )，平均可变成本曲线是递增的

(
𝑑
(
𝑐 (𝑦)
𝑦

)
𝑑𝑦 ≥ 0)。因此，平均成本在 𝑦∗处达到最小值，在该点处边际成本曲线与平均可变成本曲线相

交。

命题 2.41 (长期和短期成本关系)

♠

长期成本函数写为 𝑐(𝑦) = 𝑐(𝑦, 𝑧(𝑦))。令 z(y)为单一要素的成本最小需求，𝑦∗ 为某个给定的产出水
平，𝑧∗ = 𝑧(𝑦∗) 为短期需求。对所有产出水平，短期成本 𝑐(𝑦, 𝑧∗) 必然至少同长期成本 𝑐(𝑦, 𝑧(𝑦)) 一
样大。在产出水平 𝑦∗处，短期成本等于长期成本，从而有 𝑐(𝑦∗, 𝑧∗) = 𝑐(𝑦∗, 𝑧(𝑦∗))。因此，长期和短
期成本曲线必然在 𝑦∗ 点相切。上述结果即为包络定理的几何形式。长期成本曲线在 𝑦∗的斜率为

𝑑𝑐(𝑦∗, 𝑧(𝑦∗)
𝑑𝑦

=
𝜕𝑐(𝑦∗, 𝑧∗)

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑐(𝑦

∗, 𝑧∗)
𝜕𝑧

𝜕𝑧(𝑦∗)
𝜕𝑦

但由于 z∗是给定要素价格和产出水平 𝑦∗下的最优选择，因此有

𝜕𝑐(𝑦∗, 𝑧∗)
𝜕𝑧

= 0

因此，长期边际成本在 𝑦∗处的值等于短期边际成本在 (𝑦∗, 𝑧∗)处的值。若长期和短期成本曲线在某
点相切，则长期和短期平均成本曲线也在该点相切。

2.5.3.3 生产者剩余

短期：成本函数为 𝑐(𝑦) = 𝑐𝑣 (𝑦) + 𝐹,其中 𝑦是产量，𝑐𝑣 (𝑦)是可变成本，𝐹 是固定成本，𝑐′ (𝑦)是边际
成本。假设产出品的价格为 𝑝,最优的产出或者供给函数 𝑝 = 𝑐′ (𝑦),记为 𝑦(𝑝)。
生产者剩余指在某个市场价格下，生产者在最优生产选择下带来的净收益。这个概念与利润有差异，

在短期内，生产者剩余是扣除可变成本的净收益，不管产量多少，固定成本都已经发生了；在长期，由于

固定成本为零，生产者剩余与利润是一致的。生产者剩余的数学表达式如下：

𝑃𝑆(𝑝) =
ˆ 𝑦 (𝑝)

0
(𝑝 − 𝑐′ (𝑦))𝑑𝑦 = 𝑝𝑦(𝑝) − 𝑐𝑣 (𝑦(𝑝)) = 𝜋(𝑝) + 𝐹

当产出品价格从 𝑝0变化到 𝑝1时，生产者剩余的变化为：

𝑃𝑆(𝑝0, 𝑝1) =
ˆ 𝑦 (𝑝1 )

𝑦 (𝑝0 )
(𝑝 − 𝑐′ (𝑦))𝑑𝑦 = 𝜋(𝑝1) − 𝜋(𝑝0)

2.5.3.4 对偶性

给定生产技术，可以推导成本函数。同理，给定成本函数，可以推导生产技术。本质上，成本函数本

质上和生产函数包含了相同的信息，这种一一对应的结果就是对偶原则。

给定成本函数 𝑥(𝑤, 𝑦),使得要素价格 w随意变动，定义如下集合：

𝑉∗ (𝑦) = {x:wx ≥ wx(w, 𝑦) = c(w, y)∀w ≥ 0}

要证明生产可能性集 𝑉∗ (𝑦) 就是成本函数推出的集合 𝑉 (𝑦)。
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命题 2.42 (对偶性)

♠
(𝑉 (𝑦)和 𝑉∗ (𝑦)的对偶性)设 𝑉 (𝑦)是闭、凸和单调生产技术，则 𝑉∗ (𝑦) = 𝑉 (𝑦)。

证明 [生产集和技术集]证明如下
证明思路就是 x属于集合 a则其也属于集合 b，那么 ab集合相等。
有条件：𝑉 (𝑦) 是满足单调性假设的闭凸集，则根据分离超平面定理：
如果两个不相交的凸集，则存在一个超平面 (由非零向量 w*和常数 𝑏定义)能将这凸集分开。此时一

个凸集任意点满足 w∗x ≤ 𝑏,另一个凸集任意点满足 w∗x ≥ 𝑏 )。
接下来使用反证法：利用技术生产集单调性和成本函数集为最优最小制造矛盾。

假设存在某个 𝑖,使得 𝑤𝑖 < 0。令 x̂ ∈ 𝑉 (𝑦),由于技术是单调的，为此 x̂+𝑚e𝑖 ∈ 𝑉 (𝑦)(二维时等产量线的
右上方),其中𝑚 > 0, e𝑖 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),如果𝑚 > 0足够大，那么总可以使得w∗x−w∗ (x̂+𝑚e𝑖) > 0(因
为w∗中如果有一个 𝑤𝑖 < 0,相减后变成相加，而m足够大，因此总能大于 0),即w∗x− w∗ (x̂+𝑚e𝑖) > 0是可
能的。由于 x ∉ 𝑉 (𝑦),而 x̂+𝑚e𝑖 ∈ 𝑉 (𝑦),w∗x应该小于 w∗ (x̂+ 𝑚e𝑖),是矛盾的，所以 w∗ > 0,所以 w∗x < w∗Z。
令 z∗ 为 𝑉 (y)中在价格 w∗ 处使成本达到最小的点，则有 w∗x < w∗z∗ = 𝑐(w∗, 𝑦)。但根据 𝑉∗ (𝑦) 的定

义，x ∉ 𝑉∗ (𝑦),矛盾。
[例题]举例：
设成本函数为 𝑐(w, 𝑦) = 𝑦𝑤𝑎1𝑤

1−𝑎
2 。该如何求解其对应的生产技术呢？根据谢泼德引理 𝑥𝑖 (w, 𝑦) =

𝜕𝑐 (w,𝑦)
𝑎𝑢. ,有：

𝑥1 (w, 𝑦) = 𝑎𝑦𝑤𝑎−1
1 𝑤1−𝑎

2 = 𝑎𝑦

(
𝑤2

𝑤1

)1−𝑎

𝑥2 (w, 𝑦) = (1 − 𝑎)𝑦𝑤𝑎1𝑤
−𝑎
2 = (1 − 𝑎)𝑦

(
𝑤2

𝑤1

)−𝑎
整理:

𝑤2

𝑤1
=

(
𝑥1

𝑎𝑦

) 1
1−𝑎

𝑤2

𝑤1
=

(
𝑥2

(1 − 𝑎)𝑦

)− 1
𝑎

𝑥−𝑎1
𝑎−𝑎𝑦−𝑎

=
𝑥1−𝑎

2
(1 − 𝑎)1−𝑎𝑦1−𝑎

[𝑎−𝑎 (1 − 𝑎)1−𝑎]𝑦 = 𝑥𝑎1 𝑥
1−𝑎
2

这正是柯布-道格拉斯技术。
价格非递减、齐次、连续和凹的函数是否一定是某个技术的成本函数呢?回答是肯定的。

命题 2.43 (成本函数的刻画)

♠

令 𝜙(w, 𝑦)为可微函数，且满足：
(1) 𝜙(𝑡w, 𝑦) = 𝑡𝜙(w, 𝑦) ∀𝑡 ≥ 0 (一次齐次)
(2) 𝜙(w, 𝑦) ≥ 0, ∀w ≥ 0,∀𝑦 ≥ 0 (单调)
(3) 𝜙(w′, 𝑦) ≥ 𝜙(w, 𝑦), ∀w′ ≥ w (价格非递减)
(4) 𝜙(w, 𝑦) 是 w的凹函数
则 𝜙(w, 𝑦)是技术 𝑉∗ (𝑦) = {x ≥ 0 : wx ≥ 𝜙(w, 𝑦), ∀w ≥ 0}的成本函数。

本质上上是需要通过以上（1）-（4）条件证明出成本集——属于生产计划集，属于生产可能性集，最
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小解。

证明 [成本函数的刻画]
思路简述：要证明 𝜙(w, 𝑦) 是技术 𝑉∗ (𝑦)的成本函数，需要证明三点：
①条件投入需求函数 x是生产可行的，即 x(w, 𝑦) ≥ 0
② x(w, 𝑦) ∈ 𝑉∗ (𝑦)
③ x(w, 𝑦) 是 wx在 𝑉∗ (𝑦)上的最小解（成本最小化）
证明：①对任意 w ≥ 0，定义
x(w, 𝑦) =

(
𝜕𝜙 (w,𝑦)
𝜕𝑤1

, . . . , 𝜕𝜙 (w,𝑦)𝜕𝑤𝑛

)
（条件投入需求函数的定义）

由于 𝜙(w, 𝑦)关于 w是一次齐次的，根据欧拉定理（分配净尽定理，是指在完全竞争的条件下，假设
长期中规模收益不变，则全部产品正好足够分配给各个要素，比如有 𝑄 = 𝐿 · 𝑀𝑃𝐿 + 𝐾 · 𝑀𝑃𝐾，其中 𝑀𝑃𝐿

和 𝑀𝑃𝐾 分别代表劳动和资本的边际产品），𝜙(w, 𝑦)可写为
𝜙(w, 𝑦) =

∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖

𝜕𝜙 (w,𝑦)
𝜕𝑤𝑖

= wx(w, 𝑦)
由于 𝜙(w, 𝑦)单调递增，有 x(w, 𝑦) ≥ 0。②对任意给定的 w′ ≥ 0, w′ > w（w′ < w时同理可证），利用

拉格朗日中值定理有:

𝜙(w′, 𝑦) = 𝜙(w, 𝑦) + D𝜙(w′′, 𝑦)(w′ − w),其中w′′ ∈ (w′,w)

由于 𝜙(w, 𝑦) 是 w的非递减凹函数，则当 w′′ > w时，

D𝜙(w′′, 𝑦) ≤ D𝜙(w, 𝑦)

则 𝜙(w′, 𝑦) ≤ 𝜙(w, 𝑦) + D𝜙(w, 𝑦) (w′ − w) 即 𝜙(w′, 𝑦) ≤ 𝜙(w, 𝑦) + D𝜙(w, 𝑦)w′ − D𝜙(w, 𝑦)w 而 𝜙(w, 𝑦) =

D𝜙(w, 𝑦)w（前面的欧拉定理），则
𝜙(w′, 𝑦) ≤ D𝜙(w, 𝑦)w′

然后应用谢泼德引理 x(w, 𝑦) = D𝜙(w, 𝑦)

𝜙(w′, 𝑦) ≤ x(w, 𝑦)w′, ∀w ≥ 0

这样，根据 𝑉∗ (𝑦) 的定义，我们可知 x(w′, 𝑦) ∈ 𝑉∗ (𝑦)。③若 x ∈ 𝑉∗ (𝑦)，则根据投入要素集的定义，它必
然满足

wx ≥ 𝜙(w, 𝑦)

根据欧拉定理，有

𝜙(w, 𝑦) = wx(w, 𝑦)

结合上述两个式子，有

wx ≥ wx(w, 𝑦),∀x ∈ 𝑉∗ (𝑦)

所以 𝜙(w, 𝑦) = wx(w, 𝑦)是 wx在 𝑉∗ (𝑦)上的最小解。
对于成本函数的约束可以进一步简化：

给定一组函数 (𝑔𝑖 (w, 𝑦))的集合，假定这些函数满足前面各节所介绍的要素需求函数的性质，即它们
关于价格零次齐次，且

(
𝜕𝑔𝑖 (w,𝑦)
𝜕𝑤𝑖

)
是对称负半定矩阵。那么，这些函数是否一定是某个生产技术的要素需

求函数呢？

构造以下函数
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𝜙(w, 𝑦) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑤𝑖𝑔𝑖 (w, 𝑦)

不难验证，上述函数满足命题 4.5.3所要求的各种性质。因此，由命题 4.5.3,存在某个技术 𝑉∗ (𝑦),使
得 𝑔𝑖 (w, 𝑦)) 为该技术的条件要素需求。这意味着齐次性和负半定性质是成本最小化行为模型对要素需求
所施加的所有限制。

2.6 市场理论
市场约束其实就是价格约束，一个企业,只有当市场竞争不完全时,才有自由定价的意义。
在一个不完全竞争的市场中,企业可以 (通过价格、产品差异、广告及其他促销方式)影响需求,也就

有决定价格-产量的市场能力。这种市场能力称之为定价能力 (也叫市场支配力,或影响市场的能力),或叫
做竞争优势。定价能力可能来自于独特的资源、知识产权、政府、产品的差异化,或来自规模经济与范围
经济的成本优势。

2.6.1 完全竞争市场

1. 买家和卖家数量相当大,从而可视为价格接受者。
2. 资源在产业间可自由流动:进入和退出市场时,没有任何人为壁垒或障碍。
3. 同质产品 (Homogeneous product):对消费者来说,同一产业中所有厂商生产的产品是完全相同的。
4. 所有相关信息都是公共知识,厂商和消费者具有经济决策所需的所有相关信息。
价格接受者:反需求函数是与消费轴平行的水平线。

2.6.1.1 短期供给曲线

假定厂商只生产一种产品，其利润最大化问题为：

𝑚𝑎𝑥 𝑝𝑦 − 𝑐(𝑦)

上述最优问题内点解的一阶条件（FOC）为：

𝑝 = 𝑀𝐶 (𝑦)

在竞争性市场中，收益 𝑅 = 𝑝𝑦，边际收益 𝑀𝑅 = 𝑑𝑅
𝑑𝑦 = 𝑝，因此 𝑀𝑅 = 𝑀𝐶 就意味着 𝑝 = 𝑀𝐶 (𝑦)。

上面最优化问题的二阶条件为：𝑐′′ (𝑦) > 0。
根据一阶条件，有 𝑝 = 𝑐′ (𝑦(𝑝))。进一步求导得到 1 = 𝑐′′ (𝑦)𝑦′ (𝑝)，由二阶条件可知 𝑦′ (𝑝) > 0。这意

味着供给定律（law of supply）成立5。

注意 𝑝 = 𝑐′ (𝑦∗)作为内点解的一阶条件，当且 𝑦∗ > 0。若价格 𝑝很低，厂商可能选择不生产。厂商的

短期成本函数 𝑐(𝑦) = 𝑐𝑣 (𝑦) + 𝐹，这里 𝐹 表示固定成本。若 𝑝𝑦(𝑝) − 𝑐𝑣 (𝑦) ≥ 0（收益大于可变成本），或
𝑝𝑦(𝑝) − 𝑐𝑣 (𝑦) − 𝐹 ≥ −𝐹，此时厂商应选择正的产量。这意味着 𝑝 = 𝑐𝑣 (𝑦(𝑝))/𝑦(𝑝) = 𝐴𝑉𝐶。这就是说，短
期内厂商进行生产的必要条件，是产品的市场价格不小于其（最小的）平均可变成本。

总结起来，竞争性厂商的供给曲线为：

𝑦 =


(𝑐′)−1𝑝, 若𝑝 ≥ 𝑐𝑣 (𝑦 (𝑝) )

𝑦 (𝑝)

0, 其他

其中，(𝑐′)−1是 𝑐′ 的反函数。

5价格 p越高供给 y越多
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2.6 市场理论

只要价格超过平均可变成本,此时厂商的供给曲线与向右上方倾斜的边际成本曲线重合。若价格低于
(最小的)平均可变成本,厂商供应为零。因此供给曲线见下图粗黑线。

图 2.11: 厂商的供给曲线

完全竞争市场，总需求为各个厂商供给之和，需求也为消费者需求之和。

2.6.1.2 单一产品市场均衡

单一产品的均衡价格 𝑝∗由总需求等于总供给决定，即它是如下方程的解：

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖 (𝑝) =
𝐽∑
𝑗=1

𝑦 𝑗 (𝑝)

一旦该均衡价格确定下来,我们就能反过来确定每个厂商的供给决策从而确定厂商的产出水平、回报
和利润。下图描述了三个厂商的成本曲线。第一个厂商利润为正,第二个厂商利润为零,第三个厂商利润
为负。即使第三个厂商利润为负,然而只要回报大于可变成本,继续生产对它来说也是有意义的,否则亏损
得更多 (等于固定成本)。

图 2.12: 厂商利润

54



2.6 市场理论

2.6.1.3 竞争市场与生产技术规模报酬

若平均成本随着产量增加而减少 (增加、不变),则技术具有规模报酬递增 (递减、不变)特征。下面成
本函数具有典型的规模报酬递增特性：

𝐶 (𝑞) =

𝐹 + 𝑐𝑞,若𝑞 > 0

0, 若𝑞 = 0

(边际成本是常数)
对应的平均成本函数为 𝐴𝑇𝐶 (𝑞) = 𝐹

𝑞 + 𝑐,下图描述了该技术的平均成本和边际成本，
平均成本随产量增加而下降，当产量趋于无穷大时，平均成本趋近于边际成本。

图 2.13

规模报酬递增的技术与完全竞争市场并不兼容。举一个例子：

设市场需求函数为 𝑃(𝑄) = 𝑎 − 𝑏𝑞，𝑝𝑏 > 0，𝑎 > 𝑐。设竞争市场的均衡存在，令均衡价格为 𝑝𝑒。均衡

价格只有下面两种可能性，一种是 𝑝𝑒 ≤ 𝑐，另一种是 𝑝𝑒 > 𝑐。

当 𝑝𝑒 = 𝑝𝑒1 ≤ 𝑐时，对任意正的产量 𝑞，𝑝𝑒 = 𝑝𝑒1 ≤ 𝑐 < 𝐹
𝑞 + 𝑐，企业利润小于零而且生产者剩余也小于

零，产出为 0。
当 𝑝𝑒 = 𝑝𝑒2 > 𝑐时，产量 𝑞超过某个界限之后，会有 𝑝𝑒2 >

𝐹
𝑞 + 𝑐 = 𝐴𝐶 (𝑞)，并且 𝑑 (𝑝𝑒2 −𝐴𝐶 (𝑞) )

𝑑𝑞 > 0。此
时产出无穷大，但市场有限。

综上所述，若企业生产技术具有规模报酬递增特征，那么该市场结构不可能是完全竞争的。

2.6.1.4 长期均衡

竞争行业的长期行为由两种影响决定。考虑所有企业都可选择其他企业的生产技术,或者说生产技术
是公共知识的情形。

第一种影响为厂商自由进入和退出造成所有厂商利润为零。若某个行业允许自由进入和退出,那么从
长期来说所有厂商的利润水平必将相同。其结果是在长期竞争均衡状态下,每个厂商的利润都为零。(行业
规模调整)
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对竞争行业的长期行为的第二种影响为技术调整。在长期里,厂商将调整固定要素,以便在均衡水平
产出上成本最小。不妨假设有一竞争厂商,其长期生产技术规模报酬不变,且在下图所示的位置运营。则
在长期运行中,它将改变固定要素以便在最小平均成本点运营。然而,若每个厂商都这样做,则均衡价格必
将变化。(企业规模调整)

图 2.14: 固定成本下的长期调整

例题 2.19均衡产出水平 举例：𝑐(𝑦) = 𝑦2 + 1，均衡产出水平是下面方程的解：

𝐴𝐶 (𝑦) = 𝑀𝐶 (𝑦)

𝑦 + 1
𝑦
= 2𝑦 ⇒ 𝑦2 = 1

从而有 𝑦 = 1，成本达到最小，平均成本为 2，当价格高于 2时，企业会得到正利润；而当价格低于 2，
企业利润小于零。企业供给函数满足 𝑝 = 𝑀𝐶 (𝑦) = 2，即有 𝑦 = 𝑝

2。假设需求函数是线性的：𝐷 (𝑝) = 𝑎−𝑏𝑝。
(𝑎 − 𝑏𝑝 = 𝑝

2 𝐽)，均衡价格是满足下述条件最小的 𝑝∗：𝑝∗ = 𝑎
𝑏+ 𝐽

2
≥ 2，企业的数量为 𝐽∗ = [𝑎 − 2𝑏]，其中 [.]

是数学上的取整函数。因为当 𝑗 > 𝐽∗，企业进入会使得市场价格小于 2，此时利润小于零；若 𝑗 < 𝐽∗，进

入的企业会获得一个正的利润。

2.6.1.5 社会福利

市场中有 𝐽 家企业，市场价格为 𝑝，社会福利为𝑊 (𝑝) = 𝐶𝑆(𝑝)+ Σ𝐽𝑗=1𝑃𝑆(𝑝)。在长期中，由于固定成
本为零，生产者剩余等于企业利润，此时𝑊 (𝑝) = 𝐶𝑆(𝑝) +

∑𝐽
𝑗=1 𝜋 𝑗 (𝑝)。

设生产的单位成本 (或者边际成本)为 𝑐,市场需求为 𝑃(𝑄) = 𝑎 − 𝑏𝑞,𝑏 > 0, 𝑎 > 𝑐。下图刻画了该市场
的需求曲线和生产边际成本曲线。

当市场价格 𝑝 = 𝑝0,市场交易量为 𝑄0 时，消费者剩余为 𝛼,企业的生产者剩余或企业利润为 𝛽,社会
福利为 𝛼 + 𝛽。当价格从 𝑝0下降到边际成本 𝑐的过程中，消费者剩余增加，企业利润下降，但社会福利在

增加。当价格刚好等于 𝑐,消费者剩余为 𝛼 + 𝛽 + 𝛾,企业利润为零，社会福利为 𝛼 + 𝛽 + 𝛾。当价格进一步下
降，企业利润减少的幅度超过消费者剩余增加的幅度，整个社会福利会下降。因此，当价格等于边际成本

时，社会福利达到最大。需要注意的是，在完全竞争均衡中，市场价格等于边际成本。
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图 2.15: 完全竞争市场下的社会福利

命题 2.44 (市场价格边际成本和福利)

♠

市场价格刻画的是消费者多消费一个商品的支付意愿,而边际成本则是企业多生产一个产品所花费
的成本。只要生产额外一个单位的产品所产生的社会效用 (以消费者的支付意愿刻画)超过社会成
本 (若没有外部性,用边际成本来刻画)a。
𝑝 > 𝑚𝑐多生产提升社会福利

𝑝 = 𝑚𝑐最优社会福利

𝑝 < 𝑚𝑐多生产降低社会福利

a所以破除垄断利于提升社会福利，因为此时 p>mc，且产量低于完全竞争的产量

2.6.2 垄断市场

垄断厂商出现的原因可归纳为三项:
1. 规模经济;
2. 进入市场的障碍;
3. 独家拥有稀有生产要素。
分为垄断产品市场和垄断要素市场。

2.6.2.1 垄断产品市场

垄断产品市场，厂商有一定定价权，但是价格越高消费者购买需求越弱，因此使用 𝑝(𝑞) 表示约束6。

厂商利润最大化问题可写为：

max
𝑞
𝑅(𝑞) − 𝐶 (𝑞) = max 𝑝(𝑞)𝑞 − 𝑐(𝑞)

利润最大化的一阶条件为边际收益等于边际成本:MR=MC

6完全竞争市场都用 p表示，因为价格外生，垄断市场则开始使用 R，因为垄断市场有定价权
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𝑝(𝑞∗) + 𝑝′ (𝑞∗)𝑞∗ = 𝐶′ (𝑞∗)

等号左边说明了厂商可以通过提高价格获利 𝑝(𝑞∗)，但消费者会因为价格提高减少购买 𝑝′ (𝑞∗)。
边际收益可以表述为：

𝑝(𝑞∗)
[
1 + 𝑑𝑝(𝑞

∗)
𝑑𝑞

· 𝑞∗

𝑝(𝑞∗)

]
= 𝑝(𝑞∗)

[
1 + 1

𝜀(𝑞∗)

]
= 𝐶′ (𝑞∗)

𝑝(𝑞∗) = 𝐶′ (𝑞∗)
1 + 1

𝜀 (𝑞∗ )

注[另外一种理解方式]一种理解视角时，弹性越大，价格越趋于边际成本，也就趋于完全竞争的情况。
需求价格弹性 𝜀(𝑞∗) < 0，为保证价格非负，企业需要在富有弹性的需求范围内进行生产，即 𝜀(𝑞∗) <

−1。这样有 1 + 1
𝜀 (𝑞∗ ) < 1，这意味着价格必须大于边际成本。

边际成本保持不变时，产品的最优价格与需求价格弹性成反比，弹性越小，定价越高，越有定价优

势。

市场是完全竞争时，需求价格弹性为无穷大，价格等于边际成本。

垄断市场中，垄断者价格可以看作边际成本加上一个溢价 (markup)。该溢价为需求价格弹性的函数。
弹性绝对值越小，意味着企业的垄断能力越强，溢价会越高。弹性可以理解为产品的可替代性，弹

性的绝对值越小，意味着消费者对商品的价格敏感度越低。

利润最大化条件

𝑝(𝑞) = 𝑎 − 𝑏𝑞

𝑅(𝑞) = 𝑞𝑝(𝑝)

𝑅′ (𝑞) = 𝑎 − 2𝑏𝑞

图 2.16: 需求弹性

2.6.2.2 垄断方式

1. 长期垄断
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（1）技术变动:固定要素水平最大化长期利润。边际收益等于长期边际成本。（2）进入变动:定存在某
种行业进入壁垒。进入壁垒可能是法律上的,或者拥有唯一的生产要素。

2. 垄断的弊端：社会福利损失
垄断降低社会福利，也就是之前的讨论2.44。那么如何解决呢？
垄断价格为 𝑝𝑚，其销售量为 𝑞𝑚。假如垄断者打算多生产数量 Δ𝑞。消费者将支付 𝑝(𝑞𝑚 + Δ𝑞)。额外

的产出的成本是边际成本 𝑀𝐶 (𝑞)。
也就是说，允许垄断者持续以大于生产成本的价格 𝑝 > 𝑚𝑐 并进行价格歧视（越后面价格越低），持

续到逼近完全竞争水平，社会福利会改善。

垄断者相对竞争市场的福利损失可以通过下图来揭示。在垄断价格 𝑝𝑚下，消费者剩余为三角形 𝐷𝐸𝐶

的面积，垄断利润为梯形 𝐶𝐸𝐹𝐴的面积，总的社会福利为梯形 𝐷𝐸𝐹𝐴的面积。而在竞争市场上，总的社

会福利为三角形 𝐷𝐺𝐴的面积。因此，垄断带来的社会福利损失为三角形 𝐸𝐺𝐹 的面积。

图 2.17: 垄断与社会福利

3. 垄断的好处:企业创新“竞争–创新–垄断–竞争”反复循环熊彼特“创新理论”:有价值的竞争不是
价格竞争,而是新商品、新技术、新市场、新供应来源、新组合形式的竞争。

关于反垄断和数字经济带来的垄断问题可参考:当我们反垄断时，反对的到底是什么？

2.6.3 价格歧视

2.6.3.1 原理

对收益函数 𝑝(𝑄)𝑄的销量求导，其边际收益为 𝑝(𝑄) +𝑄 𝑑𝑝 (𝑄)
𝑑𝑄 。

垄断厂商只需要对最后增加的商品降低价格，那么只要最后一单位销量的价格超过边际成本，厂商

就会继续扩大产量，直至最后一单位的价格等于边际成本，这样垄断厂商就通过差别定价赚取额外利润。

所有差别定价方式都可看作是厂家通过某种营销设计来减少上面提到的销量扩大后的第二种效果对边际

收益带来的负面影响。

2.6.3.2 实施条件

厂商有定价权，市场势力 𝑃 > 𝑀𝐶。
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厂商能推断消费者每单位产品的支付意愿。支付意愿必定依消费者或者销量而变化7。

厂商要有能力阻止或限制转卖的发生。

注[可以防止转卖的例子]例子
服务。绝大多数消费性服务不能转卖。

担保。比如售后服务,厂家可以宣布只对产品初次购买者提供担保或者免费售后服务。电子市场上
有一些“水货”产品掺杂。厂家可以在某种产品中掺杂他物使得该产品不能转作他用。比如药用酒

精不能转换为用做饮料的酒精;
交易费用。转卖中需要承担一笔大的交易费用。比如商场上的赠劵 (允许它们以较低的价格购买某
种产品),搜索没有赠劵的购买者的费用太高。
合约补救。厂家在购买合约中把禁止转售作为销售条件之一。比如购买学生火车票,需要出示学生
证。在一些大学中,学生和老师以低于市场价格购买计算机,但规定不能转卖。
纵向一体化。上游企业对某些下游企业进行一体化,以索取比其他下游企业更高的价格。

2.6.3.3 分类

一级价格歧视, 又称完全价格歧视。对每一件商品索取不同的价格。生产者可获取全部消费者剩余。
这种价格歧视一般需要生产者了解每个消费者的保留价格,同时能够阻止消费者之间的转卖或套利。

二级价格歧视，按消费者购买的数量来进行差别定价。在现实中,以上两个条件很少能完全满足。此
时,生产者可以设计不同的数量和价格组合,由消费者自行选择。生产者仍可以攫取消费者剩余 (超过统一
定价)。

三级价格歧视，将市场分成两个或多个群体,分别进行定价。若生产者能够观察到某些与消费者偏好
相关的信号 (例如年龄、职业、所在地、质量偏好等),并且利用这些信号把消费者分为多个市场而进行价
格歧视。

注[区分二阶和三级价格歧视]二级和三级价格歧视的区别在于三级价格歧视可以利用关于消费类型的信
号,将市场划分成多个独立的市场,同时在不同市场上实行差别定价;而二级价格歧视,由于观察不到消费
者类型的信号,而市场只有一个,只有通过设定不同的购买合约,让消费者自我选择来进行价格歧视。

简而言之，二级价格歧视是消费者自选择。厂商提供合约，消费者自行选择。三级价格歧视是厂商了

解消费者后进行差异定价。

� 练习 2.1思考题例子
两阶段收费属于哪一类?厂商先向消费者收取一笔费用 (首段收费),消费者支付了这笔费用后,才有权

力按某一指定价格购买商品。

比如中国移动的畅听包服务,每个月交纳一笔月租费就可以免费接听,同时拨打外地电话每分钟 0.2
元。

例如一些游乐园,首先要收取入场费,然后再在每一个游玩项目上收取附加费。
只有当顾客一并购买另外一种产品时厂商才向他出售想购买的某种产品。比如顾客购买某种耐用机

器时,必须一并购买卖方的所有维修服务或者维修部件,如销售复印机时,需要顾客同时要购买油墨、复印
纸等。在购买手机时,只能买同品牌的电池。
解 [思考题例子]

两阶段收费基本都属于二级价格歧视，但是如果二阶段后无限细分，每一个单位精准定价，就会逼近

一级价格歧视。

混合销售因为厂商不知道消费者信息是消费者自己做选择此时为二级价格歧视。

注[一级价格歧视的理解]并非每个非统一价格的行为都是价格歧视。比如厂商向消费者提供数量折扣时,
可能是因为大宗订单带来成本的节省,而厂商把节省的成本返还给大宗购买者。有时即使是对商品采用同

7重点是厂商知道向谁索取高价这个信息
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样的价格,也可能在进行价格歧视,比如厂商对不同位置的消费者送货上门,同时收取同样的商品价格,此
时价格不能完全反映出成本差异,成本包括生产成本和运输成本。

2.6.3.4 一级 (完全)价格歧视

市场上有 𝑛个消费者。市场需求函数为 𝐷 (𝑝)，每个消费者的需求函数为 𝐷 (𝑝)
𝑛 。

统一价格情况下，垄断厂商获得的最大利润为 𝑝𝑚𝐷 (𝑝𝑚) − 𝐶 (𝐷 (𝑝𝑚))。
两步定价8情况下，即 𝑇 (𝑞) = 𝐴 + 𝑝𝑞。
若垄断厂商采取竞争性价格，则 𝑇 (𝑞) = 𝑝𝑐𝑞。此时，所有消费者净剩余为 𝑆𝑐 =

´ 𝑞𝑐
0 𝑝(𝑞) − 𝑝𝑐𝑑𝑞，每

个消费者净剩余是 𝑆𝑐
𝑛 。若 𝐴 = 𝑆𝑐

𝑛 ，𝑝 = 𝑝𝑐，两步定价会被消费者接受，此时留给消费者净剩余为 0，垄断
者利润等于最优时的社会福利。

若不考虑分配和公平问题，只考虑效率，完全差别定价提高了社会福利，消费者剩余的减少被生产者

的利润增加所弥补。下图刻画了完全价格歧视下消费者剩余和企业利润的变化。

图 2.18: 完全价格歧视

上面分析可以扩展到 n类消费者的情形。每一类消费者的需求函数为 𝑄𝑖 (𝑝)。这样，可以把每一类消
费者划分成一个市场。按照前面类似的分析，对每一类消费采取不同的两步定价，单位价格对应于每个市

场的竞争价格，固定费用为竞争性价格时对应的不同类型的消费者剩余。

2.6.3.5 三级价格歧视

垄断厂商根据消费者的信息,把总需求分成m个市场。垄断者知道这些市场的需求曲线。如果这些市
场是独立的，市场之间不存在套利，垄断者就可针对不同市场制定不同价格，然而在每个市场内部只能进

行统一定价。此时垄断者参与一个多市场垄断定价。令 {𝑝1, . . . , 𝑝𝑖 , . . . , 𝑝𝑚}为 𝑚 个市场的价格，相对应

的 𝑚个市场的需求为 {𝐷1 (𝑝1), . . . , 𝐷𝑖 (𝑝𝑖), . . . , 𝐷𝑚 (𝑝𝑚)}，垄断厂商对 𝑚个市场选择 𝑚个垄断价格。垄断

8特殊类型的二级差别定价（价格歧视）
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者目标函数为：

max
∑
𝑖

𝑝𝑖𝐷𝑖 (𝑝𝑖) − 𝐶
(∑
𝑖

𝐷𝑖 (𝑝𝑖)
)

由此可得一阶条件：
𝑝𝑖 − 𝐶′ (𝑞)

𝑝𝑖
=

1
𝜀𝑖

其中 𝜀𝑖 = − 𝑝𝑖𝐷
′
𝑖 (𝑝𝑖 )

𝐷𝑖 (𝑝𝑖 ) 为第 𝑖个市场的需求弹性。

与统一定价相比,在价格歧视下,高弹性需求的消费者面临的价格更低。因此高弹性消费者（奢侈品产
业）更偏好于差别定价。低弹性的消费者则会由于价格歧视而被索取更高的价格,从而福利状况下降。对
垄断者来说,差别定价当然会带来更高的利润,否则就没有必要进行差别定价了。由于存在相反方向的影
响,三级差别定价下社会福利变化方向并不确定。
设有 m个市场，假设边际成本不变，为常数 c，第 i个市场的需求为 𝑞𝑖 = 𝐷𝑖 (𝑝𝑖)，对应的消费者剩余

为 𝑆𝑖 (𝑝𝑖)，企业的利润为 (𝑝𝑖 − 𝑐)𝑞𝑖。若不允许差别定价，垄断者对所有市场制定统一价格 𝑝。那么，第 i
个市场对应的需求为 𝑞𝑖 = 𝐷𝑖 (𝑝)，消费者剩余为 𝑆𝑖 (𝑝)，利润为 (𝑝 − 𝑐)𝑞𝑖。令差别定价之后，第 i个市场
的需求变化为 Δ𝑞𝑖 ≡ 𝑞𝑖 − 𝑞𝑖。价格歧视后的社会福利变化为：

Δ𝑊 = {
∑
𝑖

𝑆𝑖 (𝑝𝑖) − 𝑆𝑖 (𝑝)} + {
∑
𝑖

(𝑝𝑖 − 𝑐)𝑞𝑖 −
∑
𝑖

(𝑝 − 𝑐)𝑞𝑖} (2.1)

由于消费者（净）剩余 𝑆(𝑝) =
´ 𝑝̂
𝑝 𝐷 (𝜉)𝑑𝜉，其中 𝑝为阻断价格9，即 𝐷 (𝑝) = 0。

𝑆′ (𝑝) = −𝐷 (𝑝) < 0, 𝑆′′ (𝑝) = −𝐷′ (𝑝) > 0

这样，𝑆(𝑝)是凸函数10。于是有：

𝑆𝑖 (𝑝𝑖) − 𝑆𝑖 (𝑝) ≥ 𝑆′𝑖 (𝑝) (𝑝𝑖 − 𝑝) (2.2)

𝑆𝑖 (𝑝𝑖) − 𝑆𝑖 (𝑝) ≤ 𝑆′𝑖 (𝑝𝑖) (𝑝𝑖 − 𝑝) (2.3)

把 (2.2)，(2.3)代入 (2.1)得到：
Δ𝑊 ≥

∑
𝑖

(𝑝𝑖 − 𝑐)Δ𝑞𝑖11

Δ𝑊 ≤ (𝑝 − 𝑐)
∑
𝑖

Δ𝑞𝑖12

其中 Δ𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 (𝑝𝑖) − 𝑞𝑖 (𝑝)。若 Δ𝑞𝑖 ≥ 0,∀𝑖,则 Δ𝑊 ≥ 0。这种情况下，差别定价后，每一类消费者的需
求量都增加了，社会福利提升。

若 Σ𝑖Δ𝑞𝑖 ≤ 0,则 Δ𝑊 ≤ 0,即，消费者需求量变少，价格歧视降低了社会福利。
例题 2.20差别定价 举例：假设有两个市场，需求曲线分别为 𝑞1 = 𝑎1 − 𝑏1𝑝及 𝑞2 = 𝑎2 − 𝑏2𝑝，边际生产成

本为 0。此外，假设 𝑎1 ≥ 𝑎2和 𝑏1 ≤ 𝑏2，这意味着市场 1比市场 2更大。
差别定价情况下：

在市场 i，垄断者目标为：

max 𝑝𝑖 (𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 𝑝𝑖)

利润最大化一阶条件为：

9使某一产品的需求量恰好降至零的最低价格,也就是价格高到某个价格消费者需求量为 0。价格固定所以后续使用了变积分上下限
的数学转换

10凸函数两点之间割线的斜率大于起始点的斜率，小于终点的斜率

11Δ𝑊 = {
∑

𝑖 𝑆𝑖 (𝑝𝑖 ) − 𝑆𝑖 ( 𝑝̄) } + {
∑

𝑖 (𝑝𝑖 − 𝑐)𝑞𝑖 −
∑

𝑖 ( 𝑝̄ − 𝑐) 𝑞̄𝑖 } ≥
∑

𝑖 (𝑝𝑖 − 𝑐)𝑞𝑖 −
∑

𝑖 ( 𝑝̄ − 𝑐) 𝑞̄𝑖 ≥
∑

𝑖 (𝑝𝑖 − 𝑐)Δ𝑞𝑖
12Δ𝑊 ≤

∑
𝑖 𝑆

′
𝑖 (𝑝𝑖 ) (𝑝𝑖 − 𝑝̄) +

{∑
𝑖 (𝑝𝑖 − 𝑝̄ + 𝑝̄ − 𝑐)𝑞𝑖 −

∑
𝑖 ( 𝑝̄ − 𝑐) 𝑞̄𝑖

}
=
∑

𝑖 𝑆
′
𝑖 (𝑝𝑖 ) (𝑝𝑖 − 𝑝̄) +

∑
𝑖 (𝑝𝑖 − 𝑝̄)𝑞𝑖 +

∑
𝑖 ( 𝑝̄ − 𝑐)Δ𝑞𝑖 =∑

𝑖 (𝑆′𝑖 (𝑝𝑖 ) + 𝑞𝑖 ) (𝑝𝑖 − 𝑝̄) +
∑

𝑖 ( 𝑝̄ − 𝑐)Δ𝑞𝑖 =
∑

𝑖 ( 𝑝̄ − 𝑐)Δ𝑞𝑖 , 𝑆′𝑖 (𝑝) = −𝐷 (𝑝) = −𝑞𝑖
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𝑝𝑖 =
𝑎𝑖
2𝑏𝑖

𝑞𝑖 =
𝑎𝑖
2

统一定价情况下：

此时市场的总需求为

𝑄 = 𝑞1 + 𝑞2 = (𝑎1 + 𝑎2) − (𝑏1 + 𝑏2)𝑝

垄断者的目标函数于是为：

max 𝑝 [(𝑎1 + 𝑎2) − (𝑏1 + 𝑏2)𝑝]

一阶条件为：

𝑝 =
(𝑎1 + 𝑎2)

2(𝑏1 + 𝑏2)

总需求为

𝑄 = 𝑞1 + 𝑞2 =
(𝑎1 + 𝑎2)

2
= 𝑞1 + 𝑞2

利润为

𝜋̄ =
(𝑎1 + 𝑎2)2

4(𝑏1 + 𝑏2)2

由于 𝑞1 + 𝑞2 = 𝑞1 + 𝑞2，即 Δ𝑞1 + Δ𝑞2 = 0，根据前面的讨论，价格歧视会降低社会福利（需求量没有
增加）。

统一定价且只开放市场 1，关闭市场 2情况下：
垄断者的垄断价格、产量及利润分别为 𝑝 = 𝑎1

2𝑏1
，𝑞 = 𝑎1

2 ，𝜋̃ =
𝑎2

1
4𝑏1
，从而有 𝜋̃ > 𝜋̄，于是有 Δ𝑞1 = 0，

Δ𝑞2 = 𝑞2 > 0，此时价格歧视会增加社会福利。利用了前面 Δ𝑊 ≤ (𝑝 − 𝑐)
∑
𝑖 Δ𝑞𝑖 = 0的结论。

三级价格歧视的福利影响取决于具体的需求和技术特征，福利效果是不确定的。

2.6.3.6 二级价格歧视 (自选择)

假设市场上有两类消费者，它们对商品的效用分别为 𝜃𝑖𝑉 (𝑞),𝑖 = 1,2,下图描述了两类消费者的需求和
他们的消费者剩余。

𝜃𝑖 可以刻画第 i类消费者对商品某种嗜好的偏好参数。假设在市场中，具有 𝜃1 类型的消费者占 𝜆比

例，其余都是 𝜃2 类型的消费者。设 𝜃2 > 𝜃1，𝑉 (𝑞) = 1−(1−𝑞)2

2 。同时厂商不能辨别消费者类型，厂商边际

成本为 𝑐。

我们先来看不同类型消费的需求。首先对第 i类消费者，面对市场价格 𝑝，他的决策是求解下面最大

化问题：

𝑀𝑎𝑥𝜃𝑖𝑉 (𝑞) − 𝑝𝑞

其一阶条件为

𝜃𝑖𝑉
′ (𝑞) = 𝑝
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图 2.19: 二类消费者

即

𝜃𝑖 (1 − 𝑞) = 𝑝

从而第 i类消费者的需求函数为：

𝐷𝑖 (𝑝) = 1 − 𝑝

𝜃𝑖

第 i类消费者剩余为

𝑆𝑖 (𝑝) = 𝜃𝑖
(
1 − (1 − 𝐷𝑖 (𝑝))2

2

)
− 𝑝𝐷𝑖 (𝑝) =

(𝜃𝑖 − 𝑝)2

2𝜃𝑖

市场需求函数

𝐷 (𝑝) = 𝜆𝐷1 (𝑝) + (1 − 𝜆)𝐷2 (𝑝) = 1 − 𝑝

𝜃

此时 1
𝜃 ≡ 𝜆

𝜃1
+ 1−𝜆

𝜃2

以二步定价方式进行差别定价（一级价格歧视）的情况下：

面对消费者类型 𝑖，垄断者制定的相应二步定价为 𝑇𝑖 (𝑞) = 𝐴𝑖 + 𝑐𝑞，满足 𝑝 𝑓 𝑑 = 𝑐，𝐴𝑖 = 𝑆𝑖 (𝑐)。垄断者
获得所有消费者剩余，垄断者利润为

𝜋 𝑓 𝑑 = 𝜆
(𝜃1 − 𝑝)2

2𝜃1
+ (1 − 𝜆) (𝜃2 − 𝑝)2

2𝜃2

统一定价时，此时垄断只能采取线性价格形式，即 𝑇 (𝑞) = 𝑝𝑞。垄断者对价格的最优选择是求解下面
最大化问题：
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max(𝑝 − 𝑐)
(
1 − 𝑝

𝜃

)
垄断价格及利润分别为 𝑝𝑚 = 𝑐+𝜃

2 及 𝜋𝑚 = (𝜃−𝑐)2

4𝜃 。

单一的二步定价的方式来进行二级价格歧视时，即 𝑇 (𝑞) = 𝐴 + 𝑝𝑞。
由于企业不能区分消费者，这个定价是针对所有类型的消费者。当单价为 𝑝，能使 𝜃1 类型的消费者

仍然购买，他愿意支付的最高固定费用为 𝐴 = 𝑆1 (𝑝)，此时 𝜃1 类型的消费者剩余被完全剥夺，然而 𝜃2 类

型的消费者却仍然有正的消费者剩余。由于 𝑆2 (𝑝) > 𝑆1 (𝑝)，这样给定价格 𝑝，最优的固定费用 𝐴 = 𝑆1 (𝑝)。
接下来的问题是应该选择什么样的单价 𝑝？

对垄断者而言，最有利可图的二步定价其实是求解下面的最优化问题:

max
𝑝
𝑆1 (𝑝) + (𝑝 − 𝑐)𝐷 (𝑝) = (𝜃1 − 𝑝)2

2𝜃1
+ (𝑝 − 𝑐) (1 − 𝑝

𝜃
)

一阶条件为:

− 𝜃1 − 𝑝
𝜃1

+ (1 − 𝑝

𝜃
) − 𝑝 − 𝑐

𝜃
= 0

由此得到二级价格歧视下的最优单价是:

𝑝𝑠𝑑 =
𝑐

2 − 𝜃
𝜃1

其利润记为 𝜋𝑠𝑑。

显然，𝑐 < 𝑝𝑠𝑑 < 𝑝𝑚，同时有 𝜋 𝑓 𝑑 ≥ 𝜋𝑠𝑑 ≥ 𝜋𝑚，即完全价格歧视的利润高于二级价格歧视的利润，而

后者又高于统一定价下的垄断利润。

对社会福利来说，完全价格歧视是最高的。而二级差别定价与统一定价相比，由于 𝜆𝑆
𝑔
1 (𝑝) + (1 −

𝜆)𝑆𝑔2 (𝑝) − 𝑐(𝜆𝐷1 (𝑝) + (1 − 𝜆)𝐷2 (𝑝))，当 𝑝 = 𝑐，随着 𝑝 的增加而减少消费，消费减少意味着有利可图的

交易不能实现，所以与垄断的统一定价相比，二级价格歧视提高了社会福利。

注[三级和二级价格歧视]多市场时，
相比于统一垄断定价，二级价格市场提升了社会福利，因为增加了交易量，如果是一级的完全价格歧

视，则社会福利是最大化的。

三级价格歧视不一定，关键在于最终市场交易数量。因为它同时产生了两种相互抵消的效应：效率效

应（Efficiency Effect）和分配扭曲效应（Allocative Distortion Effect）。因为此时厂商会增加高弹性市场的
交易量，降低低弹性市场的交易量，最终数量变化未知，和市场弹性结构相关。

二级价格歧视能让不同需求类型的消费者自我选择。

2.6.3.7 更复杂的非线性定价（标准的委托代理问题）

假设厂商针对 𝜃𝑖 类型的消费者，设计消费组合 (𝑞𝑖 , 𝑇𝑖)，它表示购买量为 𝑞𝑖，需要总支付 𝑇𝑖，并且

(𝑞𝑖 , 𝑇𝑖) ≠ (𝑞 𝑗 , 𝑇𝑗 ), 𝑖 ≠ 𝑗。𝜃2（高需求类型）> 𝜃1（低需求类型）。这种设计需要满足两类条件，首先，𝜃𝑖 类

型的消费者选选择 (𝑞𝑖 , 𝑇𝑖) 比 (𝑞 𝑗 , 𝑇𝑗 ) 带来更大的效用，称为激励相容约束；其次，𝜃𝑖 类型的消费者选择
(𝑞𝑖 , 𝑇𝑖)，其净剩余不会低于零，称为参与约束13。

垄断者的目标为：

max
𝑞𝑖 ,𝑇𝑖

𝜆(𝑇1 − 𝑐𝑞1) + (1 − 𝜆)(𝑇2 − 𝑐𝑞2)

满足约束：

13例如学生食堂教师食堂
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𝜃1𝑉 (𝑞1) − 𝑇1 ≥ 0 (类型𝜃1的参与约束) (2.4)

𝜃2𝑉 (𝑞2) − 𝑇2 ≥ 0 (类型𝜃2的参与约束) (2.5)

𝜃1𝑉 (𝑞1) − 𝑇1 ≥ 𝜃1𝑉 (𝑞2) − 𝑇2 (类型𝜃1的激励相容约束) (2.6)

𝜃2𝑉 (𝑞2) − 𝑇2 ≥ 𝜃2𝑉 (𝑞1) − 𝑇1 (类型𝜃2的激励相容约束) (2.7)

达到最优时，不等式 (2.4)和 (2.6)至少有一个不等式取等号，否则可以增加 𝑇1 的取值来增加目标值；

同样的道理 (2.5)和 (2.7)至少有一个不等式取等号。
接下来思考哪个式子应该取等号。先对不等式 (2.7)分析，由于 𝜃2𝑉 (𝑞2)−𝑇2 ≥ 𝜃2𝑉 (𝑞1)−𝑇1 > 𝜃1𝑉 (𝑞1)−

𝑇1 ≥ 0。
若不等式 (2.5)取严格不等号，从而有 𝜃2𝑉 (𝑞2) − 𝑇2 > 0，这意味着 𝜃2𝑉 (𝑞2) − 𝑇2 = 𝜃2𝑉 (𝑞1) − 𝑇1，即不

等式 (2.7)取等号。
若不等式 (2.6)取等号，与 (2.7)式相加得到：𝑉 (𝑞1) = 𝑉 (𝑞2)，即 𝑞1 = 𝑞2，则必然也意味着 𝑇1 = 𝑇2，与

之前的假设矛盾。

因此，不等式 (2.6)取严格不等号，这就意味着不等式 (2.4)取等号。综合上面讨论，只有 (2.4)(2.7)满
足等式约束。

这意味着，

𝑇1 = 𝜃1𝑉 (𝑞1)

𝜃2𝑉 (𝑞2) − 𝑇2 = 𝜃2𝑉 (𝑞1) − 𝑇1 = (𝜃2 − 𝜃1)𝑉 (𝑞1)

把它们代入目标函数：

max {𝜆(𝜃1𝑉 (𝑞1) − 𝑐𝑞1) + (1 − 𝜆)(𝜃2𝑉 (𝑞2) − 𝑐𝑞2 − (𝜃2 − 𝜃1)𝑉 (𝑞1))}

关于 𝑞1, 𝑞2的一阶条件：

𝜃1𝑉
′ (𝑞1) =

𝑐

1 − 1−𝜆
𝜆

𝜃2−𝜃1
𝜃1

𝜃2𝑉
′ (𝑞2) = 𝑐

利用 𝑉 (𝑞) = 1−(1−𝑞)2

2 ，

𝑞1 = 1 − 𝑐

𝜃1 − 1−𝜆
𝜆 (𝜃2 − 𝜃1)

𝑞2 = 1 − 𝑐

𝜃2

即高需求类型的消费者的购买数量是社会最优的（商品的边际效用等于边际成本），低需求类型的消

费者购买数量低于社会最优水平；同时高需求者获得正的消费者剩余。

下图描述了上面的最优非线性定价。图中的 𝐵1 对应于 𝜃1 类型的消费者购买组合 (𝑞1, 𝑇1), 此时消费
者剩余为零；而 𝐶2对应于 𝜃2类型的消费者购买组合 (𝑞2, 𝑇2),其消费者剩余大于零。之前的二步定价的二
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级价格歧视，𝜃1 类型的消费者所购买的消费组合所对应的点是 𝐵1, 𝜃2 类型的消费者购买组合是 𝐵2。对比

上面单一的两步定价，𝜃2 类型的消费者在非线性二级价格歧视中购买了更多的商品，而垄断者利润也更

高。这样由于二步定价的二级价格歧视是非线性定价的一种形式，垄断者选择了不同于二步定价的歧视，

说明其利润一定更高。

图 2.20: 非线性定价

2.6.3.8 耐用品的垄断者

跨期价格歧视:耐用商品得到部分消费者购买后,这些消费者在未来可能就不会购买,垄断者面临着与
之前不同的消费者,称之为剩余消费者。这些消费者的购买意愿比前面的购买者要低,只要垄断者的边际
成本足够低,那么为了获得更高的收益,垄断厂商在未来将有降价的动机。如平板电脑 IPad,刚推出的时候,
只有支付意愿很高的消费者会购买。人们预期到未来企业为了吸引中低端消费者,不可避免地会降价,因
此支付意愿稍低的消费者会等待未来降价后购买。因此第一期消费者若预期垄断厂商在第二期降价,购买
意愿稍低的消费者就不会选择在第一期购买, 因此第一期的需求会萎缩。当垄断者价格调整非常频繁时,
垄断利润会趋于零,这一结论又称科斯猜想。耐用品出租的利润高于销售利润,出租避免了耐用品的定价
承诺问题 (证明需要用到博弈论)。

2.6.3.9 垄断要素者

只有一个厂商购买生产要素就是垄断要素市场，这样的市场结构称之为买方垄断 (monopsony)。考虑
一个简单的模型，其中一个厂商在产品市场上是一个竞争者，而在投入品购买上是一个垄断者。令 𝑤(𝑥)
为该生产要素的 (反)供给函数。则该厂商的利润最大化问题为：

max
𝑥
𝑝 𝑓 (𝑥) − 𝑤(𝑥)𝑥

其中 𝑓 (𝑥)是生产函数，𝑝为竞争性产出品的价格。其一阶条件为：

𝑝 𝑓 ′ (𝑥∗) − 𝑤(𝑥∗) − 𝑤′ (𝑥∗)𝑥∗ = 0.
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𝑝 𝑓 ′ (𝑥∗)指的是着该厂商多投入一单位的投入品的边际产品价值，或者说边际收益产品 (marginal rev-
enue product), 𝑤(𝑥∗) − 𝑤′ (𝑥∗)𝑥∗ 是要素的边际购买成本。可以把上述条件写成 𝑝 𝑓 ′ (𝑥∗) = 𝑤(𝑥∗)

(
1 + 1

𝜀 (𝑥 )

)
,

其中 𝜀(𝑥) = 𝑑𝑥
𝑑𝑤 (𝑥 )

𝑤 (𝑥 )
𝑥 为供给价格弹性。当该弹性趋于无穷大时，该投入品市场的垄断行为趋于完全竞争

者的行为。

注[边际购买成本]由于厂商是要素市场的唯一购买者，他的需求就是市场的需求，会影响要素价格。
此时供给价格弹性 𝜀(𝑥) = 𝑑𝑥

𝑑𝑤 (𝑥 )
𝑤 (𝑥 )
𝑥 为正，厂商需求越大，要素价格越贵。

可以看出此时 𝑝 𝑓 ′ (𝑥) > 𝑤(𝑥),边际产出大于边际购买成本时，厂商才会继续购买。
弹性越大，意味着厂商要购买更多的要素，才能影响其价格 Δ𝑥

Δ𝑤，此时厂商议价能力低，基本为价格

接受者，因此趋于完全竞争市场。

表 2.1: 竞争与垄断下的 VMP、MRP与要素价格的系统比较（含 𝑃与 𝑀𝐶）

情形 产品市场 要素市场 福利

完全竞争 (双竞) 𝑃 = 𝑀𝐶 𝑉𝑀𝑃 = 𝑀𝑅𝑃 = 𝑤 有效率。

垄断产品市场 +竞
争要素市场

𝑃 > 𝑀𝐶 𝑤 = 𝑀𝑅𝑃 < 𝑉𝑀𝑃 产品市场垄断（𝑃 > 𝑀𝑅）

垄断产品市场 +买
方垄断

𝑃 > 𝑀𝐶 𝑤 < 𝑀𝑅𝑃 < 𝑉𝑀𝑃 双重垄断（𝑃 > 𝑀𝑅 且 𝑤 <
𝑀𝐹𝐶）

VMP与MRP比较：
衡量指标 VMP (𝑃 · 𝑀𝑃) MRP (𝑀𝑅 · 𝑀𝑃)
含义 边际要素产品价值。 边际要素收益。
在垄断下 垄断时价格内生，不能

用 VMP。
厂商在所有市场结构中的决
策依据。𝑀𝑅 = 𝑃 + 𝑄 · 𝑑𝑃𝑑𝑄 多
生产会带来价格降低。若为要
素垄断，也会带来要素价格上
升。

垄断要素的厂商的成本函数：设 𝑥𝑖 (𝑤) 是要素 𝑖 的供给函数，则可以定义 𝐶 (𝑦) = 𝑚𝑖𝑛Σ𝑤𝑖𝑥𝑖 (𝑤),满足
约束 𝑓 (𝑥(𝑤)) = 𝑦。此时，𝐶 (𝑦)就是在垄断要素市场上产出 𝑦下的最小成本。

2.6.4 垄断竞争市场

表 2.2: 垄断竞争与完全竞争的长期均衡比较

特征 垄断竞争 (Monopolistic Competition) 完全竞争 (Perfect Competition)
产品性质 有差异化（品牌、质量、位置、款式等） 同质化（完全相同）

市场需求曲线 向下倾斜（具有一定的垄断力） 水平（完美弹性，是价格接受者）

长期均衡点 𝑃 = 𝐴𝐶,且 𝑃 > 𝑀𝐶 𝑃 = 𝐴𝐶,且 𝑃 = 𝑀𝐶

假设 𝑛 个垄断者销售类似但并非完全相同的产品。消费者愿意对厂商 𝑖 的产品支付的价格，不仅

取决于该厂商的产出水平，也取决于其它厂商的产出水平。我们将其逆需求函数写为 𝑃𝑖 (𝑞𝑖 , 𝑞−𝑖)，其中
𝑞−𝑖 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑖−1, 𝑞𝑖+1, . . . , 𝑞𝑛)。每个厂商 𝑖都选择产出水平 𝑞𝑖，最大化其利润

max 𝑝𝑖 (𝑞𝑖 , 𝑞−𝑖)𝑞𝑖 − 𝐶𝑖 (𝑞𝑖)

然而，厂商 𝑖的需求与其他厂商的行为有关。厂商 𝑖将如何预测其它厂商的行为呢？我们将采用非常

简单的行为假设，即厂商 𝑖假设其它厂商的行为不变。因此，每个厂商 𝑖将选择满足下述条件的产出水平

𝑞∗𝑖：
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𝑝𝑖 (𝑞∗𝑖 , 𝑞−𝑖) +
𝜕𝑝𝑖 (𝑞∗𝑖 , 𝑞−𝑖)

𝜕𝑞𝑖
𝑞∗𝑖 − 𝐶′

𝑖 (𝑞∗𝑖 ) ≤ 0 当𝑞∗𝑖 > 0时取等号

所有厂商的最优产出水平记为 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)，对厂商 𝑖来说，存在某个最优产出水平，记为𝑄𝑖 (𝑞−𝑖)。
为了保证市场处于均衡状态，每个厂商对其它厂商行为的预测必须与其它厂商实际的行为相容。因

此，若 𝑞∗ = (𝑞∗1, . . . , 𝑞∗𝑛)为均衡产出向量，则它必然满足下述系统：

𝑞∗𝑖 = 𝑄𝑖 (𝑞∗−𝑖), 𝑖 ∈ {1, 2, · · · , 𝑛}

𝑞∗𝑖 = 𝑄𝑖 (𝑞∗−𝑖), 𝑖 ∈ {1, 2, · · · , 𝑛}

也就是说，若假定其它厂商产出数量为 𝑞∗2, ..., 𝑞
∗
𝑛,则 𝑞∗𝑖 为厂商 1的最优选择。对每个厂商来说，给定

其它厂商的行为，其边际收益等于边际成本。在下图给出的垄断竞争均衡处，厂商 𝑖获得正的利润。在垄

断竞争行业中，如果不存在壁垒，企业可以自由进出，就变成了长期均衡。

图 2.21: 短期垄断竞争均衡

2.6.4.1 长期垄断竞争均衡

由于企业可以自由进出，在长期垄断竞争行业其利润必然为零。这意味着厂商 𝑖 将制定 𝑝∗𝑖 的价格并

生产 𝑞∗𝑖 数量的产出，使得：

𝑝∗𝑖 𝑞
∗
𝑖 − 𝐶𝑖 (𝑞∗𝑖 ) ≤ 0, 当𝑞∗𝑖 > 0

或者

𝑝𝑖 ≤
𝐶𝑖 (𝑞∗𝑖 )
𝑞∗𝑖

, 当𝑞∗𝑖 > 0

这样，在长期均衡中企业的平均成本等于价格，但价格高于边际成本。这就意味着，在垄断竞争行业

中，存在过多的生产能力积累，企业产量并不是选择在最有效生产规模 (即最低平均成本处)上。下图描
述了垄断竞争行业的长期均衡。
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图 2.22: 长期垄断竞争均衡

2.6.4.2 垄断竞争市场社会福利

由于价格大于边际成本,与完全竞争市场相比,垄断竞争市场存在着社会福利损失。另外,由于每个垄
断竞争企业的产品是不同的,产品种类也可能导致效率问题。由于每个垄断竞争企业并不能获得消费者的
全部剩余,正外部性显示存在进入不足的可能性。还有,垄断竞争企业的进入会降低其他企业的利润,负外
部性显示存在进入过度的可能性。这样,垄断竞争行业,就有可能存在产品种类过多或过少的情形。

2.6.4.3 垄断竞争市场模型

垄断竞争经典模型:Dixit-Stiglitz模型
假设存在一个代表性消费者,消费者偏好多样化的产品。设有 L种差异产品,其中产品种类 L是内生

决定的。假设每一个企业只能有一种产品,那么在长期,会有多少家企业或者说多少个产品呢? 假设消费者
偏好是常替代弹性 (CES)效用函数:

𝑈 (𝑞1, · · · , 𝑞𝐿) =
(
𝐿∑
𝑙=1

𝑞
𝜌
𝑙

) 1
𝜌

其中 𝑞𝑙 表示差异化产品，消费者倾向于产品的多样化，这主要体现在：当 𝑞𝑙 → 0， 𝜕𝑈 (𝑞1 , · · · ,𝑞𝐿 )
𝜕𝑞𝑙

→ ∞。
消费者的预算约束为：

∑𝐿
𝑙=1 𝑝𝑙𝑞𝑙 ≤ 𝐼，其中 𝑝𝑙 是差异化产品 𝑖的价格，𝐼 是代表性消费者的收入（外

生给定）。企业生产差异化产品有两部分成本，一是固定成本 𝐹，二是边际成本 𝑐。假设这些成本都是劳

动力的耗费。生产差异化产品 𝑞𝑙 时的成本函数为

𝑇𝐶𝑙 (𝑞𝑙) =

𝐹 + 𝑐𝑞𝑙 若𝑞𝑙 > 0

0 若𝑞𝑙 = 0

对消费者：

max
𝑞0 ,𝑞1 , · · · ,𝑞𝐿

(
𝐿∑
𝑙=1

𝑞
𝜌
𝑙

) 1
𝜌
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𝑠.𝑡.

𝐿∑
𝑙=1

𝑝𝑙𝑞𝑙 ≤ 𝐼

上面最优化问题的拉格朗日函数为:

𝐿 (𝑞0, 𝑞𝑙 , 𝜆) =
(
𝐿∑
𝑙=1

𝑞
𝜌
𝑙

) 1
𝜌

− 𝜆
(
𝐿∑
𝑙=1

𝑝𝑙𝑞𝑙 − 𝐼
)

一阶条件为:

(
𝐿∑
𝑙=1

𝑞
𝜌
𝑙

) 1−𝜌
𝜌

𝑞
𝜌−1
𝑙 = 𝜆𝑝𝑙

𝐿∑
𝑙=1

𝑝𝑙𝑞𝑙 = 𝐼

从而得到 𝜆 =

(∑𝐿
𝑙=1 𝑞

𝜌
𝑙

) 1
𝜌

𝐼 , 𝑞𝑙 =
( 𝑝𝑙
𝐼

) 1
𝜌−1

(∑𝑛
𝑙=1 𝑞

𝜌
𝑙

) 1
𝜌−1
。

从上面需求函数我们可以求解出垄断竞争产品的需求弹性为 𝜂 ≡ − 𝜕 ln 𝑞𝑙
𝜕 ln 𝑝𝑙 =

1
1−𝜌。

其次，对厂商来说，其决策是求解下面的最优化问题:

max
𝑝𝑙

𝐷𝑙 (𝑝𝑙)𝑝𝑙 − 𝑐𝐷𝑙 (𝑝𝑙) − 𝐹

得到 𝑝𝑙 = 𝑐
1− 1

𝜂

= 𝑐
𝜌。利用对称性可得 𝑞𝑙 = 𝑞 = 𝐼

𝑛𝑝𝑙
= 𝐼𝜌
𝑛𝑐。

由于在均衡时，每个垄断竞争企业的利润为 0，这样我们得到了均衡的企业数目
𝐼
𝑛 (1 − 𝜌) = 𝐹。于是 𝑛∗ = 𝐼

( 1 − 𝜌)𝐹,从而得到 𝑞∗𝑙 =
𝐹𝜌

(1−𝜌)𝑐。

从上面分析我们得到结论：替代弹性 𝜌越大，价格越低，企业数目越少，差异产品产量越大；固定成

本越大，企业数目越小，或者产品种类越少，产量越大；收入提高会增加企业的数目，但对产品的价格和

数量没有影响。
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